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Chapitre 1

Introduction aux processus de
Markovs:Mark

Exercice 1.1 a) Démontrer la ”loi d’évolution”

P [Xt1 = ei1 , Xt2 = ei2 ..., Xtk
= eik

] = P [Xt1 = ei1 ]P [Xt2 = ei2 |Xt1 = ei1 ]
P
[
Xtk

= eik
|Xt1 = ei1 , Xt2 = ei2 ..., Xtk−1 = eik−1

]
b) Démontrer la ”loi d’evolution conditionée”

P [Xt1 = ei1 , Xt2 = ei2 ..., Xtk
= eik

|F ] = P [Xt1 = ei1 |F ]P [Xt2 = ei2 |Xt1 = ei1,F ]
P
[
Xtk

= eik
|Xt1 = ei1 , Xt2 = ei2 ..., Xtk−1 = eik−1 ,F

]
Cet exercice nous montre que les lois jointes ont une structure assez compliquée, en général.
La situation devienne plus simple pour les processus de Markov.

Définition 1.1 -Proprietè de Markov Un processus X = (Xt)t≥0, avec t unidimmen-
sionel a la proprietè de Markov si, et seulement si ses probabilités conditionnelles ne depend
pas du passé que par le passé imediat, c.-à-d.

P [Xt ∈ A | Xt0 = ei0 , ..., Xtk
= eik

] = P [Xt ∈ A | Xtk
= eik

]

∀ 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < t , ti ∈ R, et ∀ ei0 , ei1 , ..., eik
, ei ∈ E . Un processus ayant la

proprietè de Markov s’appelle processus de Markov.

Interprétation de la propriété de Markov : si on considère que le processus est indicé par
le temps, cette propriété traduit le fait que le présent ne dépend du passé qu’à travers le
passé immédiat. Une des famille des processus le plus utilisés en applications sont les châınes
de Markov discrètes, observés en temps discret : n = 0, 1, 2, ..., et avec un nombre fini,
disons J d’états possibles. On a alors J lois de transition, qu’on arrange dans une matrice
P stochastique (ayant la somme de chaque ligne 1).

Oz Exercice 1.2 Le temps au pays d’Oz. Soit Xn une châıne supposée (à tort) Markovienne
sur les états { pluie, nuageux, soleil}, avec matrice des transitions

P =

3/8 1/2 1/8
1/6 1/2 1/3
0 1/4 3/4


Calculer :

5



1. La probabilité de pluie demain, en sachant qu’il est nuageux aujourd’hui
2. La probabilité de pluie demain et soleil le lendemain, en sachant qu’il est nuageux

aujourd’hui
3. La probabilité de soleil le lendemain, en sachant qu’il est nuageux aujourd’hui.

Remarque 1.1 La distribution de X1 conditionné par (en partant de) X0 = i, est donné
par la ligne i de la matrice P . Par conséquent, la réponse à la première question est 1/6.

La réponse à la deuxième question est 1/6 × 1/8 (par la loi d’evolution conditionée). La
troisième question concerne une transition après deux pas (sans s’interesser a la situation
après un pas). Cette question nous suggère l’importance d’étudier les probabilités de transi-
tion entre deux moments arbitraires.

1.1 Matrices de transition
Définition 1.2 Matrices de transition Pour tous 0 ≤ s ≤ t, pour tous i, j dans I, et
pour chaque processus stochastique, on définit les probabilités de transition par :

pij (s, t) = P ([Xt = ej] | [Xs = ei]) .

Définition 1.3 Homogeneité des transitions Un processus est dit homogène si, et
seulement si :

∀ i, j ∈ I , ∀ 0 ≤ s ≤ t , pij (s, t) = pij (0, t− s) .
On note alors pij (s, t)= pij (t− s), et la matrice pij (t) est appelée matrice de transition
après temps t.

Hypothèse de travail : (H1) On ne considérera ici surtout des processus homogènes.
L’exemple le plus simple des processus de Markov est fourni par les châınes de Markov ho-
mogènes en temps discret et à espace d’états fini ou dénombrable. Dans ce cas, il suffit de
connâıtre les matrices de transition P (n) après temps n ∈ N. La matrice de transition après un pas
P = (pij)i,j∈I est la plus importante characteristique d’une châıne homogène. Cette matrice
P est stochastique, c’est-à-dire : 1) ∀ i, j ∈ I , pij ≥ 0 et 2) ∀ i ∈ I , ∑

j∈I
pij = 1 ; la somme des

termes de chaque ligne égale à 1. En notation vectorielle, on a P1 = 1, ou 1 denote un vecteur
avec toutes les composantes 1. 3) Il sera aussi utile d’étudier les matrices sous-stochastiques,
satisfaisant ∀ i ∈ I , ∑

j∈I
pij ≤ 1, avec au moins une inégalité étant stricte.

Remarque 1.2 La propriété P1 = 1 des matrices stochastiques équivaut au fait que 1 est
une valeur propre, avec vecteur propre à droite 1.

Exercice 1.3 Montrez que si λ est une valeur propre d’une matrice stochastique P , alors
forcemment |λ| ≤ 1.

Ind : Pour fixez les idées, considérez d’abord le cas où n = dim(P ) = 2.En suite, normaliser le
vecteur propre v de λ tq son élément de valeur absolue maximale soit 1, et utiliser l’équation
Pv = λv correspondant a ce vecteur.

Remarque 1.3 Même qu’on utilise parfois le terme ”matrice” si l’espace d’états E est in-
fini, la théorie dans ce cas est plus compliquée.
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Exercice 1.4 Démontrer la ”loi d’evolution” pour les châınes de Markov homogènes

P [X1 = ei1 , X2 = ei2 ..., Xk = eik
|X0 = ei0 ] = P (i0, i1)P (i1, i2)..., P (ik−1, ik),

En revenant a notre Exercice 1.2, conditionnons sur toutes les cas possibles après un jour.
On trouve :

P (2)(N,S) =

∗ ∗ ∗1
6

1
2

1
3

∗ ∗


∗ ∗

1
8

∗ ∗ 1
3

∗ 3
4

 = 1
6

1
8

+ 1
2

1
3

+ 1
3

3
4

= 7
16

= P 2(N,S)

En conclusion, la réponse a la question sur la transition après deux pas se trouve dans la
matrice

P 2 =


43
192

15
32

59
192

7
48

5
12

7
16

1
24

5
16

31
48


Plus généralement, la distribution de Xn en partant de X0 = i est donné par la ligne i de la
matrice P n. Par exemple

P 10 =

 0.0982749 0.3665 0.535225
0.09786 0.366124 0.536016
0.0972273 0.365551 0.537221

 , P 11 =

 0.0979365 0.366194 0.53587
0.0977182 0.365996 0.536286
0.0973855 0.365695 0.53692


Clairement, y a convergence vers une matrice avec lignes égales (on démontrera ça plus tard
en utilisant la décomposition spectrale de P ).

1.2 Probabilités de transition après n étapes
Définition 1.4 Pour tout n de N, la matrice des probabilités de transition en n étapes, est
definie par P (n) =

(
p

(n)
ij

)
i,j∈I

où p
(n)
ij = P ([Xn = ej] | [X0 = ei]) .

L’exercice 1.2 illustre le resultat le plus important de la théorie des châınes de Markov :

Théorème 1.1 Les matrices de transition en n étapes ont une structure de semi-group,
c.-à-d.

P (m+n) = P (m)P (n) (1.1)

Démonstration:
Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov homogène de matrice de transition P et de loi initiale
µ (0), à valeurs dans (E = {ei; i ∈ I} ,P (E)). En conditionnant sur la position k après m
pas, on a :

∀ i, j ∈ I , ∀ m,n ∈ N , p(m+n)
ij =

∑
k∈I

p
(m)
ik p

(n)
kj

QED
Corollaire 1.1 La matrice des probabilités de transition en n étapes (sans s’interesser dans
l’évolution intermediaire) est simplement la puissance n de la matrice de transition P :
P (n) = P n , c.-à-d. le semi-groupe des matrices de transition est ”generé” par la matrice P

de transition après temps 1.
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Ce corollaire très important s’appelle l’equation de Chapman-Kolmogorov . Demons-
tration : on montre ça par récurrence sur n, en partant de P (1) = P , et en tenant compte
que P (n+1) = P (n)P (par l’equation de semigroupe (1.1)) QEDPar conséquent, la matrice
P spécifie entièrement toutes les probabilités de transition d’une châıne de Markov.

1.3 Classification des états
Nous verrons ici qu’une châıne de Markov a deux types d’états :

1. transitoires/transients, qui sont visités un nombre fini des fois
2. récurrents (”éternels”) qui sont visités un nombre infini des fois.

Définition 1.5 Soient ei et ej deux éléments de E. On dit que ei conduit à ej (on note
ei → ej ) ssi il existe n > 0 tel que p(n)

ij > 0 et on dit que ei et ej communiquent (et on note
ei ↔ ej ) si ei conduit à ej et ej conduit à ei .

Rémarque : la relation de ”communication réciproque” ” ↔ ” est clairement symétrique,
reflexive et transitive, une relation d’équivalence. Par conséquent, elle partage l’espace d’états
dans des classe d’équivalence.

Définition 1.6 On appelle classes de communication la châıne : les classes d’équivalence
induites par la relation ”↔ ” sur E.

Définition 1.7 Une classe d’equivalence dans une châıne de Markov finie qui n’a pas de
transitions vers l’exterieur est dite récurente ; les autres classes s’appellent transientes.

Remarque 1.4 Les classes récurentes sont les classes maximales de la relation d’ordre in-
duite par → sur les classes.

Définition 1.8 Le graphe de communication d’une châıne est un graphe sur les états (in-
diqués par des points du plan), avec des côtés représentant les transitions possibles, ayant
des probabilité de transition pij > 0. Les transitions possibles sont indiqués par des flèches,
avec la valeur de la probabilité de transition notée parfois au dessus.

L’identification des classes récurrentes et transientes est souvent plus facile en inspectant le
graphe de communication, qui permet de determiner visuellement les classes de communica-
tion.

e:cl Exercice 1.5 Exemple d’une châıne avec des elements transients et récurrents.
L’espace des etats d’une chaine est S = 1, 2, 3, 4, 5, 6 et la matrice de transition est

P =



0 1
4

1
2

1
4 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0 1

3 0 2
3 0

0 0 0 0 0 1
0 0 1

4 0 3
4 0

1
4 0 0 0 3

4 0


a) Dessinez le graphe de communication.

b) Identifiez les classes de la chaine. Classifier les classes en récurrentes et transientes.

R : Les classes récurrents sont {2} et {3,5}.
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Remarque 1.5 La matrice obtenue en rangeant les elements de la même classe ensemble
(par exemple {2, 1,4,6, 3,5} dans l’exemple anterieur) a une structure des blocques. Les
sous-blocs correspondant a une classe recurrente sont des matrices stochastiques (qu’on peut
analyser séparément plus facilement), et le bloc correspondant a tous les elements transients
est une matrice sous-stochastique.

Remarque 1.6 Les sous-matrices obtenues de la matrice de transition en retenant seule-
ment une classe transiente/récurrente sont sous-stochastiques/stochastiques.

Remarque 1.7 La distinction entre elements transients et recurents a une grande portée
sur la valeur des limites limn→∞ P n(i, j). On verra que pour j transient, elle est toujours 0

Définition 1.9 Une châıne de Markov est dite irréductible si elle n’admet qu’une seule
classe recurente.

1.4 L’évolution avec le temps de la loi de probabilité
d’une châıne

Définition 1.10 Pour tout n de N et tout i de I, on note µi (n) = P [Xn = ei] et µ (n) =
(µi (n))i∈I . Le vecteur µ (n) définit une probabilité sur (E,P (E)) appelée loi à l’instant n.
On appelle loi initiale de la châıne (Xn)n∈N le vecteur µ (0) .

Comme dans la démonstration de l’equation de Chapman-Kolmogorov, en conditionnant sur
la position k un pas en avant, on verifie que µ (1) = µ (0)P, et

µ (n+ 1) = µ (n)P (1.2)

et alors par induction on trouve

µ (n) = µ (0)P n (1.3)

Exemple 1.1 Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov homogène sur l’ensemble {1, 2}, de dis-
tribution initiale µ(0) = (µ1, µ2) et de matrice de transition P =

(
1− a a
b 1− b

)
Calculez

P{X0 = 2, X1 = 2}, c2(1) = P{X1 = 2}, P{X0 = 2|X1 = 2}, P{X0 = 2, X1 = 2, X2 = 1},
c2(2) et P{X0 = 2, X2 = 1}.

Comme illustré dans les exemple ci-dessus, en utilisant la distribution initale µ (0) et la
matrice de transition P on peut calculer la distribution µ (n) a n’importe quel temps,
par exemple µ (1) , µ (2) .... et aussi les distributions jointes pour n’importe quel en-
semble fini des temps (en utilisant la loi de multiplication des probabilités conditionnelles).
En effet, on peut donner une formule explicite pour les distributions jointes d’ordre fini
d’une châıne, en fonction de la matrice de transition P et la distribution initiale µ(0).

Théorème 1.2 Pour une châıne de Markov, les distribution jointes sont données pour :
∀t0 < t1 < · · · < tk , ti ∈ R, et ∀ ei0 , ei1 , ..., eik

∈ E explicitement par

P [Xt0 = ei0 , ..., Xtk
= eik

] = µi0(t0)P t1−t0
i0,i1 ...P

tk−tk−1
ik,ik−1

(1.4)
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Définition 1.11 La châıne de Markov associé à une matrice stochastique P est la famille
des mesures Pµ(0) définies par (1.4), avec operateurs d’espérance associés Eµ(0) (donc pour
obtenir une seule mesure, il faut encore specifiér la mesure initiale µ(0)).

Remarque 1.8 Algébriquement, une châıne de Markov est characterisée par un ”duo”
(P, µ(0)), l’element principal du duo étant la matrice de transition P .

Définition 1.12 On appellera une châıne ergodique lorce’qu’il existe une distribution li-
mite π(∞) = limn→∞ µ (n) , independamment de la distribution de départ.

Examinons maintenant pour ergodicité un exemple ou P n et π se calculent explicitement :

e:2 Exercice 1.6 Châıne a deux ètats. Soient a, b ∈ [0, 1] et la matrice de transition :

P =
(

1− a a
b 1− b

)
a) Montrer en calculant les valeurs et vecteurs propres que

P n = 1
a+ b

(
b a
b a

)
+ (1− a− b)n

a+ b

(
a −a
−b b

)

b) Montrez que avec a, b ̸= (0, 0), et a, b ̸= (1, 1), la limite P = limn→∞ P n =
(

b
a+b

a
a+b

b
a+b

a
a+b

)
.

En suite, calculez cette limite dans tous les cas possibles.

Remarque 1.9 En conclusion, on voit que avec a, b ∈ (0, 1), la limite matrice P =

limn→∞ P n existe et qu’elle a des lignes identiques, la distribution limite π = ( b

a+ b
,

a

a+ b
)

étant independante du point de départ. On appelle cette propriété ergodicité.

Exemple : la marche aléatoire sur les sommets d’un polygon

1.5 Lois invariantes/stationnaires et lois limites/asymptotiques
Une question très importante pour les châınes de Markov est de déterminer l’ensemble

des distributions “limites/asymptotiques/a la longue” d’une châıne specifié par µ(0) et P ,
définies

π(∞) = π(∞)µ(0) = lim
n→∞

µ (n) = lim
n→∞

µ(0)P n (1.5)

Remarque 1.10 A priori, il pourrait y exister une limite (1.5) différente pour chaque dis-
tribution de départ µ(0), et en particulier pour chaque point de départ deterministe specifié
par µ(0) = ei = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0), mais il se trouve que sous des conditions verifiées assez
fréquement, la limite est unique, indépendante de µ(0). Pour clarifier dans quel cas on se
trouve, il suffit d’investiguer les limites

π(∞)i = lim
n→∞

eiP
n

10



obtenues pour chaque point de départ deterministe ei, i ∈ {1, ..., I} possible. Comme eiP
n

est précisement la ligne i de la matrice P n, la question revient a investiguer si la limite

P := lim
n→∞

P n

existe, et si ses lignes sont identiques. On appelera P la matrice de transition asymptotique.
On verifie facilement que si elle existe, il s’agit d’une matrice stochastique idempotente (P 2 =
P ), les lignes de la quelle sont les points extremaux de l’ensemble convexe des toutes les
distributions asymptotiques possibles.

Définition 1.13 L’ensemble des distributions limite π(∞)µ(0) d’une chaine P, obtenues en
variant la distribution initiale µ(0), sera appellé l’ensemble des distributions asympto-
tiques.

En conclusion, on s’interesse en trois questions concernant la matrice P :
1. existence (E)
2. unicité (U)
3. ergodicité (ERG) = existence + unicité, ce qui est équivalent à la question : Est-ce-

que la limite matrice P (en supposant qu’elle existe) a des lignes identiques,
c.-à-d. est-ce-que on a

P = 1π

où 1 denote un vecteur colonne, et π denote un vecteur ligne (forcemment vecteur
propre à gauche pour la valeur propre λ = 1) ?

Les réponses aux questions (E),(U) et (ERG) peuvent-etre abordées par la théorie spectrale
(valeurs propres, vecteurs propres), en utilisant le théorème de Perron-Frobenius, et aussi
par des approches probabilistes.

1.6 Equations de stationnarité/invariance/équilibre glo-
bal

Req Remarque 1.11 En supposant que la limite (1.5) existe (ce qui n’est pas toujours le cas),
on déduit à partir de µ(n + 1) = µ(n)P que chacune des distributions limite doit satisfaire
les équations π(∞) = π(∞)P

Définition 1.14 Les équations

π = πP (1.6)

sont appelées équations d’équilibre global/stationnarité/invariance. Un vecteur des
probabilités qui les satisfait est appelé distribution stationnaire ou invariante.

Autrement dit : une distribution invariante π est un vecteur de probabilités qui est aussi
vecteur propre a gauche de P associé à la valeur propre 1.

Remarque 1.12 Le nom invariant vient du fait que si µ(0) = π, alors on a µ(n) = π pour
chaque n.

Par la rémarque (1.11), il suit que :
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inc0 Corollaire 1.2 Les distributions asymptotiques d’une châıne de Markov homogène se trouvent
parmi les distributions invariantes.

Le système d’équilibre (1.6) est donc la clé du calcul des distributions asymptotiques. Deux
questions fondamentales ici sont celles de l’existence d’au moins une solution, et de l’unicité.
Questions (E-U) : 1) Est-ce que c’est possible qu’il n’existent pas des vecteurs
des probabilités qui satisfont le système d’équilibre (1.6) (c.-à-d. est-ce que c’est
possible qu’il n’y ait pas des vecteurs propres pour la valeur propre 1 qui ont
toutes les composants nonnégatives) ? 2) Est-ce que c’est possible qu’il existent
plusieurs vecteurs des probabilités qui satisfont le système d’équilibre (1.6) ?

Exemple 1.2 L’inexistence de la limite P = limn→∞P
n pour les châınes cycliques.

La limite P n’existe pas toujours, comme on voit immédiatement en examinant une châıne
de Markov qui bouge cycliquement sur les noeuds d’un graphe. Par exemple, pour n = 3, avec

la matrice de transition P =
( 0 1 0

0 0 1
1 0 0

)
, on a : P 3n = I3 , P 3n+1 = P et P 3n+2 = P 2 =( 0 0 1

1 0 0
0 1 0

)
. On voit immédiatement que la suite P, P 2, P 3 = I, P 4 = P, ... est cyclique

et donc sans limite. Ici, la distribution stationnaire π = (1/3, 1/3, 1/3) est unique, mais
instable.

Exercice 1.7 Les équations d’équilibre sont linéaires, et donc leur solution explicite est
toujours possible en principe, même symboliquement, avec deux bemols : 1) la matrice G =
P − I est singulière, et 2) si la réponse (après simplification, bien sùr) est trop longue, notre
vie ne suffira peut etre pas pour la lire ! Soyons quand même optimimistes. Demander a votre
logiciel symbolique préféré quelle est la solution du système πG = 0, pour G de dimension
3. Est-ce que la réponse pour π(1) peut etre interprété en termes des chemins conduisant à
1, c.-à-d. {2, 3, 1}, {3, 2, 1}, {2, 1}, {3, 1} ?

Remarque 1.13 Dans le cas d’une seule classe récurente, la singularité du système peut etre
enlevé en efaçant une ligne. Plus généralement, on peut obtenir les solutions d’un système
singulier (quand elles existent) en utilisant des ”PseudoInverses”. Comme il y en a plusieurs
possibilités, le résultat du logiciel symbolique ne peut pas etre garanti, si on utilise cette
commande. Par contre, la commande Solve devine souvent ce qu’on attend d’elle. Notons
aussi ne observation intéréssante de Stewart : en définissant GI = (G+tu′)−1 (qui s’appelle
perturbation de rang 1 de la matrice G) avec t,u ”presque arbitraires”, permet de trouver π
en normalisant u′G.

inc Remarque 1.14 Une châıne ayant des distributions limite en partant de chaque point i,
ayant

1. une distribution stationnaire unique π, et
2. au moins une distribution limite (qui sera forcemment égale à π, par le corrollaire

(1.2))
est ergodique. En effet, 1) implique l’unicité de la classe recurrente, et 2) le fait que cette
classe n’est pas périodique.

Le cas ergodique est très important dans les applications, a cause du :

moy Théorème 1.3 (*) Soit X(n) une châıne de Markov ergodique à distribution asymptotiques
π, et soit une fonction ”coùt” f tel que la ”moyenne spatiale” Eπf(X.) = ∑

j∈E πjfj est bien
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definie. Alors, la moyenne temporelle des coùts converge presque partout vers la moyenne
spatiale, for any initial distribution :

lim
n→∞

n−1
n∑

i=1
f(Xn) =

∑
j∈E

πjfj

Exa-
minons maintenant un exemple ou P n n’est pas disponible explicitement ; quand même, la
distribution stationnaire π est unique et donc la limite des coùts moyenne temporelles se
calcule facilement :

e:pap Exercice 1.8 1) Calculer les distributions µ (1) , µ (2) pour une marche sur le graphe pa-
pillon, en sachant que : a) le départ est surement à 0 b) le départ est avec probabilités égales
en 0 ou en U, c.-à-d. µ (0) = (1/2, 0, 0, 0, 1/2). 2) Montrez que la marche aléatoire sur

O U

A

B

Cf:pap

Figure 1.1 – Marche aléatoire simple sur le graphe papillon

le graph papillon a une distribution stationnaire unique π. 3) Calculez l’espérance du coùt
moyenne de cette marche, si f(A) = 10, f(B) = 1 et les autres coùts sont 0.
Remarque 1.15 Dans le cas des espace d’états dénombrables, avec une seule classe
récurrente B, on distingue deux cas :

1. ergodique positive, quand la distribution limite satisfait πi > 0,∀i ∈ B et
2. ergodique nul, quand elle satisfait πi = 0,∀i ∈ B (ce dernier cas étant impossible

pour des espace d’états finies).
Dans la literature, le terme ergodique signifie parfois ce que nous appelons ici ergodique
positive.

1.7 Un exemple de châıne reducible, avec plusieurs
classes de communication

Nous allons examiner maintenant une châıne pour la quelle la distribution stationnaire
n’est pas unique (”non-ergodique”).

ne Exemple 1.3 Exemple de non unicité de la distribution stationaire π : Dans
l’exemple défini par la matrice ci dessous, cherchons π ∈ (R+)5 tel que πP = π et

5∑
i=1

πi = 1.

πP = π ⇐⇒ (π1π2π3π4π5)


1
2 0 1

2 0 0
0 1

2 0 1
4

1
41

2 0 1
2 0 0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
4

3
4

 = π ⇐⇒
{

π2 = 0
π1 = π3
π5 = 2π4
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Ces équations ont comme solution π = (a, 0, a, b, 2b) avec 2a+ 3b = 1, donc pas d’unicité.

Cette châıne étale des “pathologies”, qu’on peut percevoir en examinant le graphe de
communication de la châıne : Remarque : afin d’apercevoir la structure de la châıne
et de calculer plus facilement P n, il peut être intéressant de renuméroter les états en sorte
que des états qui conduisent l’un à l’autre) soient groupés ensemble. Dans cet exemple, si on
échange les états e2 et e3, on obtient, après le rangement facilitant des éléments dans l’ordre
1, 3, 2, 4, 5, la matrice de transition :

1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 1
2

1
4

1
4

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
4

3
4


a une structure :

P =
(
B1 0
0 B

)

avec B1 =
(

1
2

1
2

1
2

1
2

)
et B =


1
2

1
4

1
4

0 1
2

1
2

0 1
4

3
4

 et encore P =

 B1 0 0
0 Q q2
0 0 B2

 .
Remarque 1.16 Il y’a deux ”traits speciaux” dans cet exemple :

1. il existe un élément “transient” 2 (qu’on peut quitter sans retour pour toujours)
2. le graph de communication se décompose en deux classes : (1, 3) et (2, 4, 5) qui ne

communiquent pas et la matrice de transition a une structure block diagonale, appelée
“réducibilité” en probas.

Le fait que la réducibilité se traduise dans une structure de matrice à ”blocs”, montre
immédiatement qu’on peut traiter (1, 3) et (2, 4, 5) séparément. Aussi, en enlevant l’élément
“ transient” 2, il nous restent deux ”classes de communication fermées”, (1, 3) et (4, 5),
appelées ”classes de récurrence”, où on reste pour toujours une fois entré.

Remarque 1.17 Rémarquons que B1 et B2, correspondant respectivement aux états récurrents
(1, 3) et aux états récurrents (4, 5), sont des matrices stochastiques, et Q, correspondant à
l’état transient 2, est une matrice sous-stochastique.

Remarque 1.18 On voit clairement que dans la presence des deux classes recurrentes im-
plique qu’il n’y a pas d’unicité de la distribution stationnaire/vecteur propre a gauche. Par
exemple, les distributions stationnaires des classes recurrentes

(
1
2 , 0,

1
2 , 0, 0

)
et
(
0, 0, 0, 1

3 ,
2
3

)
sont des vecteurs propres a gauche, ainsi que toutes leurs combinaisons convexes.

On verifie facilement que :

P n =

 Bn
1 0 0

q1(n) Qn q2(n)
0 0 Bn

2


en reflexion du fait qu’on peut étudier les trois châınes correspondant aux B1, B2 et Q
séparément.
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Remarque 1.19 Les questions fondamentales de la théorie des châınes de Markov sont :
1. le calcul des probabilités de transition P n

2. le calcul des limites P = limn→∞ P n

3. le calcul des probabilités d’absorbtion qi(n), i = 1, 2, ... et des probabilités de
survie 1−∑i qi(n).

Concernant la matrice sous-stochastique Q contenant les probabilités de transition entre
les éléments transients (appelée aussi projection de la matrice P sur la réunion des classes
transients), remarquons que ses puissances convergent vers 0.
Théorème 1.4 (*) Toutes les valeurs propres d’une matrice sous-stochastique Q ont valeurs
absolues inferieurs à 1. Par conséquent

lim
n→∞

Qn = 0

c.-à-d. la limite des probabilités de transition entre les états transients est 0.

On verifie ici que P n(2, 2) = (1/2)n, en illustrant le théorème ci-dessus. En conclusion,

P = lim
n→∞

P n =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 0 x1 x2
0 0 0 1

3
2
3

0 0 0 1
3

2
3


Il reste encore à déterminer x1, x2. Une approche directe par un systéme des récurrences nous
montrera que ces deux quantités sont aussi x1 = 1

3 , x2 = 2
3 . Ce dernier problème peut etre

aussi abordé algébriquement via la décomposition spectrale, et aussi par un raisonnement
probabiliste, basé sur le fait qu’une fois arrivé dans la classe ergodique {4, 5}, la châıne
oubliera sa position initiale et finira dans la distribution (d’incertitude) stationnaire. Dans
notre cas, on sait aussi que la châıne arrivera dans la classe ergodique {4, 5} avec probabilité
1, d’ou le resultat.

Donc, dans notre exemple, le fait qu’il existe une seule classe destination possible pour
l’élément transient 2, et donc que l’absorption dans cette classe est sùre, implique p2(4̂) =
p2(5̂) = 1. En conclusion

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3


En general, intuitivement, avec plusieurs destinations (classes ergodiques) possibles, il va
faloir encore multiplier leurs distributions stationnaires par les probabilités d’absorbtion
respectives § .
Définition 1.15 Soit i un élément transient d’une châıne Xn, et soit j un élément aparte-
nant à une classe de récurrence ĵ. On appelera probabilité d’absorbtion pi(ĵ) la proba-
bilité que la châıne commençée en i finisse en ĵ § .

§. Rigoureusement, on utilise une décomposition de ”la vie de la châıne” dans la partie qui précede
l’absorbtion, et la partie qui s’ensuit.

§. Le calcul des probabilités d’absorbtion sera abordé en detail plus tard.

15



On peut montrer que si la limite P = limn→∞P
n existe, elle satisfait :

limn→∞P
n(i, j) = pi(ĵ) π(j)

où on a dénoté par pi(ĵ) la probabilité d’absorption dans la classe de récurrence de j et par
π(j) la probabilité stationnaire de j dans sa classe (qui coincide avec limn→∞P

n(i, j) pour
i ∈ ĵ). Ce deuxième facteur reflète le fait évident qu’une fois absorbée dans une classe fermée,
la marche oubliera sa position initiale et donc aura exactement les probabilités limites de la
classe. Mais, si dans l’exemple 2.3 l’élément transient aurait eu des possibilités de passage
vers les deux classes récurrentes existantes, ça nous aurait obligé de résoudre un problème
d’absorbtion avant de calculer la limite limn→∞ P n. Considerons par exemple

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 1
5 0 1

5
3
5

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
4

3
4


Ici, evidemment,

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
5

1
2

1
5 0 1

3
4
5

2
3

4
5

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3


Considerons maintenant

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 1
5

1
5 0 3

5
0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 1
4

3
4


Ici,

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
4

1
2

1
4 0 1

3
3
4

2
3

3
4

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3


La probabilité d’absorbtion x = p2(1̂) satisfait

x = 1
5

+ 1
5
x+ 1

5
× 0,=⇒ x = 1

4
La probabilité d’absorbtion p(4̂) = 1− p(1̂) = 3

4 En conclusion, une procédure qui fournisse
la limite P doit :

1. établir si elle existe, ce qui n’est pas toujours le cas, comme on voit en examinant les
châınes de Markov périodiques (qui bougent cycliquement sur les noeuds d’un graphe)

2. inclure la résolution des problèmes d’absorbtion de la châıne de Markov dans les
classes récurentes

3. calculer la distribution stationnaire des classes récurentes.
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1.8 Quelques exemples de modélisation par les châınes
de Markov

Pour modéliser une situation par une châıne de Markov, on a besoin d’abord de choi-
sir un espace d’états convenable, et ensuite de déterminer la matrice de transition. Si le
processus est ainsi complètement déterminé, alors la proprieté de Markov sera satisfaite
automatiquement.

Exemple 1.4 Supposons que une pluie eventuelle demain depend de la situation du temps
dans les trois jours précédents, ainsi : a) S’il y a eu de la pluie dans les deux jours précédents,
alors il va pleuvoir avec probabilité .8. b) S’il y a pas eu de la pluie dans aucun des trois
jours précédents, alors il va pleuvoir avec probabilité .2. c) Autrement, la situation va etre
la même comme dans le jour precedent avec probabilité .6. Modéliser cette situation par une
châıne de Markov, en donnant l’espace des états et la matrice de transition.

Exemple 1.5 Un processus qui n’est pas une châıne de Markov a priori, mais qu’on peut
”rendre” Markov par un bon choix de l’espace d’états . Soit (Xn)n∈N un processus à deux
états, notés e1 et e2. On suppose que les transitions entre les étapes n et n + 1 s’effectuent
selon le procédé suivant :{

Si Xn−1 = Xn alors P ([Xn+1 = e1] | [Xn = ei]) = 3
4

Si Xn−1 ̸= Xn alors P ([Xn+1 = e1] | [Xn = ei]) = 1
2

a) Montrer que (Xn)n∈N n’est pas une châıne de Markov. b) Construire un espace d’états
permettant de modéliser ce processus par une châıne de Markov et donner alors son graphe.

Solution : b) On construit l’espace d’états suivant : {e1 ∗ e1, e1 ∗ e2, e2 ∗ e1, e2 ∗ e2}. Sur
cet’espace, le processus devient Markovien, et la matrice de transition s’écrit :

P =


3
4

1
4 0 0

0 0 1
2

1
2

1
2

1
2 0 0

0 0 3
4

1
4


Exemple 1.6 Une companie d’assurance voiture a un système de bonus avec cinq

niveaux pour les assurés sans sinistres déclarés :

niveau 1 : 0% réduction
niveau 2 : 25%réduction
niveau 3 : 40% réduction
niveau 4 : 50% réduction
niveau 5 : 60% réduction

Pour

un assuré, la probabilité de ne pas avoir de sinistre dans un an est de 0.8. Les regles selon
on passe d’un niveau (état)à l’autre sont :

Aprs̀ une année sans sinistre on passe au niveau supérieur suivant ou on reste au
niveau 5
Aprs̀ une année avec un ou plusieurs sinistres

on diminue d’un niveau si l’année précedente, il n’y a pas eu de déclaration de
sinistre.
on diminue de deux niveaux si l’année précedente il y a eu au moins une
déclaration de sinistre.

1. Notons par X(t) le niveau,soit 1, 2, 3, 4 ou 5, de l’assuré pour l’année t. Expliquez
pourquoi {X(t)}∞

t=1 n’est pas une châıne de Markov.
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2. En augmentant le nombre de niveaux, définissez un nouveau processus stochastique
{Y (t)}∞

t=1 qui soit Markov et de telle manière que Y (t) représente le niveau de réduction
pour l’assuré dans l’année t.

3. Déduire la matrice de transition pour la châıne de Markov {Y (t)}∞
t=1.

Solution :
1. {X(t)} n’est pas Markov parce que, par exemple, P[Xt+1 = 3 | Xt = 4, Xt−1 = 3, . . .]

ne peut pas se réduire à P[Xt+1 = 3 | Xt = 4].

2. Définition des nouveaux niveaux :
3=40% réduction cette année, aprs̀ 25% l’année dernière
4=50% réduction cette année, aprs̀ 40% l’année dernière

3a=40% réduction cette année, aprs̀ 50% l’année dernière
4a=50% réduction cette année, aprs̀ 60% l’ann’ee dernière

3. La matrice de transition est alors
1 2 3 4 5 3a 4a

1 0.2 0.8 0 0 0 0 0
2 0.2 0 0.8 0 0 0 0
3 0 0.2 0 0.8 0 0 0
4 0 0 0 0 0.8 0.2 0
5 0 0 0 0 0.8 0 0.2
3a 0.2 0 0 0.8 0 0 0
4a 0 0.2 0 0 0.8 0 0

1.9 Processus de Markov en temps continu(*)
Remarque 1.20 On peut aussi considerer des processus ”multi-Bernoulli” et de Markov
en temps continu, en remplaçant les jetées de dé par des ”competition des exponentielles”,
qu’on a vu dans l’exercice ??. A partir de la ”competition des exponentielles” on peut aussi
construir le processus de Poisson – voir Chapitre 7 – qui compte le nb. des arrivées dans un
intervalle donné (l’analogue du processus binomial).

Remarque 1.21 Les processus de Markov etendent au domaine aléatoire le concept d’evolu-
tion controlée par une équation différentielle. Ils sont specifiés par un mechanisme de transi-
tion, ils ont des conditions initiales, et possiblement des limites asymptotiques. La classe des
processus Markoviens est extremêment riche, avec une complexité qui depend des ensembles
E , I.

Remarque 1.22 (*) Au lieu de la matrice de transition P , on peut aussi baser l’étude des
châınes de Markov sur la matrice G = P − I ⇔ P = I +G. En temps continu, cette formule
devient

P (dt) ≈ I + dtG =⇒ P (t) ≈ (I + dtG)t/dt → etG

où G est la matrice des taux de transition du processus. L’étude des châınes et processus de
Markov contient trois types des problèmes. En ordre de difficulté, il s’aĝıt de :

1. distribution déquilibre : limn→∞ P n et limt→∞ etG

2. distributions de premier passage, concernant le temps et la position au temps du pre-
mier passage d’une frontière

3. distributions transitoires P n et etG

Deux méthodes de base sont fondamentales pour l’étude des processus de Markov : a) la
méthode du conditionnememnt, qui permet de deriver des équations pour les espérances
conditionnés par létat initial, et la resolution des équations en utilisant des transformées (de
Laplace, Fourier, fonctions génératrices, ...)
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Trois familles des processus qui jouent un role important dans les applications sont les
marches aléatoires/sommes des variables i.i.d. – voir chapitre ??, les processus stationnaires
(les processus i.i.d. étant un exemple de la deuxième famille) et les processus de Markov –
voir chapitre 2.
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Chapitre 2

Châınes de Markov :
approfondissementch:Mark

2.1 La périodicités:per

La periodicité est mieux abordée probabilitiquement, en analysant, pour chaque état ei,
l’ensemble Ai de temps pour lequels il est possible de se trouver en i en partant de i, c.-à-d.

Ai = {n ∈ N : p(n)
ii > 0}

Remarque 2.1 Cet ensemble est fermé sous l’opération d’addition, c.-à-d. cet ensemble est
un sous groupe de N.

Définition 2.1 Soit ei dans E. On appelle période de ei l’entier d (i) = p gcd
{
n > 0 ; p(n)

ii > 0
}

(autrement dit : p(n)
ii > 0 ⇒ ∃m ∈ N∗ tel que n = md (i) ). Si d (i) = 1 , l’état ei est dit

apériodique.

Remarque 2.2 La période ne dépend que de la classe. Une classe de période 1 est dite
apériodique.

Remarque 2.3 On remarque, en regardant le graph de l’exercice (1.5), ou sa matrice après
le rearrangement {5, 3, 1, 4, 6, 2}

P =



3
4

1
4 0 0 0 0

2
3

1
3 0 0 0 0

0 1
2 0 1

4 0 1
40 0 0 0 1 0

3
4 0 1

4 0 0 0
0 0 0 0 0 1


que la classe transiente 1,4,6 a une propriété speciale : chaque’un de ses elements peut etre
visité seulement aux dates qui sont congruents mod(3). Cette propriété, apellée périodicité,
est aussi rendue evidente en calculant les puissances de

Q = P{1,4,6} = P projeté sur {1, 4, 6} =

 0 1
4 0

0 0 1
1
4 0 0

 ,
qui satisfait Q3 = 1

16 . On peut aussi detecter la periodicité en calculant les valeurs propres, c.-
à-d. les racines du pol char. Dans l’exercice (1.5), elles sont : [(1−x)(1−12x)](1−16x3)(1−x)
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(les trois termes correspondent aux projections sur les trois classes). Rémarquer que les
trois racines cubiques satisfaisant λ3

i = 1/16, i = 1, 2, 3 provenant de la classe transiente à
Q = P{1,4,6} qui satisfait Q3 = 1/2Id, exhibent aussi une périodicité de degré 3, ”diminuant
vers 0”.
Remarque 2.4 L’existence d’une boucle, c.-à-d. pii > 0, assure l’apériodicité.

Exemple 2.1 Une classe de communication à matrice de transition P̃ , pour laquelle il existe
un entier c tel que P̃ c = I, apellée cyclique d’ordre c, est forcement périodique, et la période
d est parmi les diviseurs de c. Par exemple, en changeant la classe transitoire dans l’exemple
ci-dessus en sorte qu’elle contient un cycle de longueur 4 et un de longueur 2, on obtient
une classe cyclique d’ordre 4 et période 2.

L’existence de la matrice des distributions à la longue est liée à la question de la périodicité.
per Exemple 2.2

P =



1
2

1
2 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1

4
1
4

1
4

1
40 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

3
2
3

0 0 0 0 0 1
2

1
2


On aperçoit immédiatement la classe récurrente 6, 7 et les classes transitoires 1 et 2, 3, 4, 5.
La dernière classe est le collage des deux cycles de période 3, ce que donne immédiatement
que A2 = {3k, k ≥ 0} = {3, 6, 9, ...}. Si par contre un de ces cycles avait une longueur pas
divisible par 3, par exemple 4, on aurait eu : A2 = {3k + 4l, k, l ≥ 0} = {3, 4, 6, 7, 8, 9, ...},
dans quel cas A2 contien tous les nombres en partant de 6. On voit que les ensembles Ai

contiennent toujours tous les nombres de la forme k d(i), pour k assez grand (cela est un
résultat valable pour n’importe quel semigroup de N). En ce qui concerne la périodicité, il y
a deux possibilités pour Ai, en dépendant de d=p.g.c.d de la longueur des deux cycles :

1. Dans le cas d = 1, cet ensemble contient “tous les nombres assez grands” (en partant
d’un certain point).

2. Dans le cas d > 1, cet ensemble est un sous ensemble du sous groupe dN. Donc, la
matrice P (n) = P n ne peut converger quand n→∞ (car il y aura des 0 qui alternent
avec des nombres positives pour toujours : voir par exemple la marche cyclique sur
Z3).

Remarque 2.5 On vera que la périodicité des classes transitoires n’empeche pas du tout
le calcul de la matrice de distributions à la longue, parce que la masse totale de la partie
transitoire d’une châıne converge vers 0 (voir la troisième remarque qui suit le théorème
??).

Par contre, la périodicité dans une classe récurrente rend la convergence impossible. On
peut démontrer que son absence assure la convergence, car cela est équivalent à l’absence
des valeurs propres qui sont racines de l’unité, et à l’absence des valeurs propres de valeur
absolue |λ| = 1, sauf λ = 1 (par Perron-Frobenius). Finalement, le fait que λn converge
pour chaque valeur propre λ assure l’existence de la limite limn→∞ P n. Donc, la limite
à la longue P = limn→∞ P n(i, j) d’une châıne existe ssi il n’y a pas des classes
récurrentes périodiques.
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2.2 Ou on revoit les probabilités de premier passage in-
tervenant dans le comportement limite des châınes

Nous considerons ici le calcul des distributions ”à la longue” (ou simplement limites)
d’une châıne spécifiée par c(0) et P :

π∞ = lim
n→∞

µ (n) = lim
n→∞

µ(0)P n (2.1)

pour n’importe quelle distribution initiale µ(0). L’existence des distributions limite (2.1) est
evidemment équivalente à l’existence de la limite

P = limn→∞P
n. (2.2)

Rq : L’element generique de cette matrice

P i,j = limn→∞Pi[Xn = j]

represente la limite des probabilites de trouver le processus en j après n pas, à partir de i.
Cf. le théorème ergodique, la limite existe (2.2) ssi il n’y a pas des classes recurrentes
periodiques, et, avec une seule classe de communication, elle est une matrice de
rang 1 de la forme

P = 1π,

où π est la ”distribution invariante”. Q : Pourquoi 1 et π aparaissent dans la limite, et
pourquoi le rang de la limite est 1 dans le cas d’une seule classe de communication ? R :
Les reponses deviennent evidentes par une ápproche algébrique, à partir de la décomposition
spectrale. Aparemment, l’”ergodicité” est équivalente algebriquement aux faits que :

1. Une matrice stochastique P n’a pas des valeurs propres supérièures ou égales en valeur
absolue à la valeur propre λ = 1, sauf λ = 1, et que les vecteurs propres correspondant
à ces valeurs disparaissent dans la limite.

2. La multiplicité de la valeur propre 1 est égale à 1, et ses vecteurs propres á droite et à
gauche sont 1,π

Dans ce chapitre, nous allons approfondir le comportement limite des châınes de Markov,
à partir de la décomposition spectrale de la matrice de transition P . Avant le cas général,
nous analyserons en detail deux cas particuliers :

1. les châınes (faiblement) ergodiques, donc avec I = 1 classes récurrentes, et matrice de
transition

P =
(

Q q
0 P r

)
et où q contient les probabilités de trasition dans les états récurents.

2. les châınes absorbantes, i.e avec les classes récurrentes étant toutes de cardinalité 1.,
c.-à-d. avec

P =



Q q(1) q(2) ...
0 1 0 ...

0 0 1 . . .

0 0 . . . . . .
... ... . . . . . .


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2.2.1 Le cas purement absorbant : les probabilités d’absorbtion
Le cas le plus simple est celui des châınes qui n’ont que des états récurrents absorbants,

où P =
(

Q q
0 I

)
et où q contient comme colonnes les probabilités d’absorption immédiate

dans les états absorbants. Comme limQn = 0, P doit etre de la forme

P =
(

0 X
0 I

)

En utilisant PP = P , on trouve la solution explicite

X = (I −Q)−1q = P (abs) ⇐⇒ x(i) = Qx(i) + x(i),

oú x(i) sont les colonnes de la matrice X. On reconnait que x(i) sont précisément les proba-
bilités d’absorption dans la classe recurrente i (et parfois, le ”système d’absorption” trouvé
en conditionnant sur le premier pas est la méthode la plus convenable de les obtenir.).

Lemme 2.1 Pour une châıne absorbante, la matrice des probabilités limite P i,j = P
(abs)
i,j ,∀i

transitoire, ∀j absorbant a comme elements les probabilités d’absorption pi(j) = Pi{XT =
j}.

Rq : Le resultat est en fait evident, en tenant compte de l’interpretation des probabilités
limite P (i, j). En conclusion, on trouve que la matrice limite est

P =
(

0 P (abs)

0 I

)

Exercice 2.1 Calculez la matrice X dans le cas d’un seul element absorbant.

Exercice 2.2 Que devient la décomposition spectrale (3.3) et les vecteurs propres à droite
et gauche de la valeur 1 dans le cas absorbant ?

Solution : Cherchons à trouver un vecteur propre à droite vj et un vecteur propre à gauche
πj pour chaque élément absorbant j. On trouve πj = ej = (0, 0, ..., 1, ..., 0). Décomposant
vj = (aj, 0, 0, ..., 1, ..., 0) on trouve que aj contiens les probabilités d’absorbtion dans la
classe j.

2.2.2 La distribution limite dans le cas faiblement ergodique
Exercice 2.3 Calculez par l’approche algébrique (donc en résolvant les équations Pv =
v,πP = π,πv = 1) la matrice limite P si

P =


0 a1 0 a 0
0 0 b1 0 b
c1 0 0 0 c
0 0 0 2/3 1/3
0 0 0 1/4 3/4


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erg Théorème 2.1 Soit Xn une châıne de Markov finie avec une seule classe récurrente, qui
est apériodique. a) Cela est algébriquement équivalent à une multiplicité un pour la valeur
propre λ = 1, et à l’absence des autres valeurs propres de valeur absolue |λ| = 1. b) La
distribution limite est unique et la limite P est une matrice de rang 1 :

P = lim
n→∞

P n = 1× (0 |π∞) (2.3)

où π∞ est la distribution stationnaire de la classe récurrente.

Rq : Ce resultat est aussi evident, en tenant compte de l’interpretation des probabilités limite
P (i, j), sauf que le resultat est cette fois determinée par ”la vie eternelle” d’après absorbtion.
Dem : La démonstration du théorème 2.1 b) par l’approche algébrique est immédiate. En

effet, prenons v = 1. Soit P =
(
Q q
0 P1

)
et cherchons a trouver un vecteur propre à gauche

de la forme p = (pt,p1), donc satisfaisant

ptQ = pt,ptq + p1P1 = p1 ⇐⇒
pt = (I −Q)−10 = 0,p1 = π

En conclusion, la structure de la matrice limite P pour les châınes faiblement ergodiques
est assez simple, pareille à celle du théorème fondamental ergodique ; il suffit de trouver la
distribution stationnaire π∞ de la seule classe récurrente, et a ”l’étendre” par des zeros sur
les classes transitoires. En suite on utilise la formule

P = 1 p

où p est le vecteur π∞ completé avec des zeros. Rémarquons encore que 1,p sont des vecteurs
propres à droite et gauche, normalisés tel que p est un vecteur des probabilités et tel que
< p,1 >= 1, et donc la décomposition ci-dessus est un cas particulier de la forme specifiée
en (3.3).

2.2.3 Echauffement pour le cas general
Nous allons examiner maintenant une châıne décomposable (pour la quelle la distribu-

tion stationnaire n’est pas unique, mais peut prendre toute valeur possible dans l’ensemble
convexe engendré par les distributions stationnaires des classes recurents).

ne Exemple 2.3 Exemple de non unicité de la distribution stationaire π : Dans
l’exemple défini par la matrice ci dessous, cherchons π ∈ (R+)5 tel que πP = π et

5∑
i=1

πi = 1.

πP = π ⇐⇒ (π1π2π3π4π5)


1
2 0 1

2 0 0
0 1

2 0 1
4

1
41

2 0 1
2 0 0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
4

3
4

 = π ⇐⇒


π2 = 0
π1 = π3
π5 = 2π4
sumiπi = 1

On voit clairement qu’il n’y a pas unicité (par exemple
(

1
2 , 0,

1
2 , 0, 0

)
et
(
0, 0, 0, 1

3 ,
2
3

)
sont des

distributions stationnaires).
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Cette châıne étale des “pathologies”, qu’on peut percevoir en examinant le graphe de
communication de la châıne : Remarque : afin d’apercevoir la structure de la châıne
et de calculer plus facilement P n, il peut être intéressant de renuméroter les états en sorte
que des états qui conduisent l’un à l’autre) soient groupés ensemble. Dans cet exemple, si on
échange les états e2 et e3, on obtient, après le rangement facilitant des éléments dans l’ordre
1, 3, 2, 4, 5, la matrice de transition :

1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 1
2

1
4

1
4

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
4

3
4



a structure : P =
(
A 0
0 B

)
avec A =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
et B =


1
2

1
4

1
4

0 1
2

1
2

0 1
4

3
4

 et encore P =

 A 0 0
0 B1 B1,2
0 0 B2

 où A, correspondant aux états (1, 3) (qui conduisent l’un à l’autre) et

B2, correspondant aux états (4, 5) (qui conduisent l’un à l’autre aussi) sont des matrices
stochastiques, et B1, correspondant aux transitions entre les états transitoires ((2) est une
matrices sous-stochastique. Il y’a ici deux pathologies par rapport au cas ergodique :

1. il existe un élément transitoire 2 (qu’on peut quitter sans retour pour toujours)
2. le graph de communication se décompose en deux classes : (1, 3) et (2, 4, 5) qui ne

communiquent pas et la matrice de transition a une structure block diagonale, appelée
“réducibilité” en proba.

La structure de matrice à ”blocs”, montre immédiatement qu’on peut traiter (1, 3) et (2, 4, 5)
séparément. Aussi, en enlevant l’élément “ transitoire” 2, il nous restent deux ”classes de com-
munication fermées”, (1, 3) et (4, 5), appelées ”classes de récurrence”, où on reste pour

toujours une fois entré. On verifie facilement que : P n =

 An 0 0
0 Bn

1 B1,2,(n)
0 0 Bn

2

 en reflexion

du fait qu’on peut étudier les trois châınes correspondant aux A, B1 et B2 séparément.
Concernant la matrice B1 contenant les probabilités de transition entre les éléments tran-
sitoires (appelée aussi projection de la matrice P sur la réunion des classes transitoires),
remarquons d’abord que elle est une matrice sous-stochastique.

Définition 2.2 Une matrice Q s’appelle sous-stochastique si la somme des éléments de
chaque ligne est ≤ 1, avec inégalité stricte dans au moins une ligne.

Théorème 2.2 Toutes les valeurs propres d’une matrice sous-stochastique Q ont valeurs
absolues strictement inferieurs à 1. Par conséquent

lim
n→∞

Qn = 0

c.-à-d. la limite des probabilités de transition entre les états transitoires est 0.
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On verifie ici que P n(2, 2) = (1/2)n, en illustrant le théorème ci-dessus. En conclusion,

P = lim
n→∞

P n =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 0 x1 x2
0 0 0 1

3
2
3

0 0 0 1
3

2
3


Il reste encore à déterminer x1, x2.

Exercice 2.4 Montrer par une approche directe par un systéme des récurrences que ces deux
quantités sont aussi x1 = 1

3 , x2 = 2
3 .

Le calcul des elements P (i, j) où i ∈ T , j ∈ ∂ peut etre abordé
1. algébriquement via la décomposition spectrale, ou
2. par une approche probabiliste qui décompose la vie d’une particule dans la partie

”transitoire” qui précede l’absorbtion, et la partie ”éternelle” qui s’ensuit.
Dans notre exemple avec une seule classe recurrente, on ”sent” que la reponse tiens de la
”vie éternelle”. Avec plusieurs destinations possibles (classes recurrentes), il va faloir tenir
compte des probabilités de toutes les fins possibles.

Définition 2.3 Soit i un élément transitoire d’une châıne Xn, et soit j un élément aparte-
nant à une classe de récurrence ĵ. On appelera probabilité d’absorbtion pi(ĵ) la proba-
bilité que la châıne commençée en i finisse en ĵ.

Le calcul des probabilités d’absorbtion sera abordé en detail plus tard. Finalement, on arri-
vera à la conclusion que si la limite P = limn→∞P

n existe, elle satisfait :

limn→∞P
n(i, j) = pi(ĵ) π(j)

où on a dénoté par pi(ĵ) la probabilité d’absorption dans la classe de récurrence de j et
par π(j) la probabilité stationnaire de j dans sa classe (qui coincide avec limn→∞P

n(i, j)
pour i ∈ ĵ). Ce deuxième facteur reflète le fait évident qu’une fois absorbée dans une classe
fermée, la marche oubliera sa position initiale et donc aura exactement les probabilités limites
de la classe. Dans notre exemple, le fait qu’il existe une seule classe destination possible
pour l’élément transitoire 2, et donc que l’absorption dans cette classe est sùre, implique
p2(4̂) = p2(5̂) = 1. En conclusion

P =



1
2

1
2 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 1
3

2
3


Mais, si dans l’exemple 2.3 l’élément transitoire aurait eu des possibilités de passage vers

les deux classes récurrentes existantes, ça nous aurait obligé de résoudre un problème d’ab-
sorbtion avant de calculer la limite limn→∞ P n. En conclusion, une procédure qui fournisse
la limite P doit :
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1. établir si elle existe, ce qui n’est pas toujours le cas, comme on voit en examinant les
châınes de Markov qui bougent cycliquement sur les noeuds d’un graphe

2. inclure la résolution des problèmes de Dirichlet concernant l’absorbtion de la châıne
de Markov dans les classes récurentes

3. calculer la distribution stationnaire des classes récurentes.
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Chapitre 3

L’approche algébrique aux châınes de
Markov

3.1 Demonstration algébrique du théorème ergodique,
par la décomposition spectrale

L’approche alternative algébrique au comportement limite des châınes de Markov est
utile pour mieux comprendre l’ergodicité, ainsi que pour examiner la vitesse de convergence
vers la distribution limite.

l:dec Lemme 3.1 a) Supposons qu’une matrice A satisfait A = CΛL où Λ = diag(λi) est une ma-
trice diagonale. Soit ci les colonnes de C, et li les lignes de L. Alors, on a une décomposition
en matrices de rang 1 :

A =
∑

i

λicili

b) Soit une matrice A de dimension n ayant un ensemble de n vecteurs propres à droite
independants di, et donc aussi un ensemble de n vecteurs propres à gauche independants
g′

i, calculés en prenant les lignes de la matrice G = D−1, où D = (d1 | d2 | ... dn)
(ce cas a lieu par exemple quand toutes les valeurs propres de P sont distinctes). Alors, la
décomposition spectrale A = DDiag(λi)D−1 := DDiag(λi)G peut-etre aussi écrite comme :

A =
∑

i

λidi gi

où λi sont les valeurs propres.

Dem : b) Décomposons Diag(λi) = ∑
i λiEi, où Ei est la matrice projection sur la coordonné

i. Alors
A = D(

∑
i

λiEi)G =
∑

i

λi(DEiG) =
∑

i

λidi gi

e:er Exercice 3.1 Déterminer la limite P := limn→∞ P n pour une châıne ayant
1. des valeurs propres de P distinctes (ce qui est ”le cas générique”), et
2. 1 comme la seule valeur propre de module 1.

R : Il suit immédiatement par la décomposition spectrale que

lim
n→∞

P n = D lim
n→∞

Diag(λn
i )D−1 = D

 1 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

D−1 = 1 π
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Alternativement, par la Lemme 3.1

lim
n→∞

P n = lim
n→∞

∑
i

λn
i di gi = 1 π

Remarque 3.1 La première condition dans l’exercice 3.1 n’est pas nécéssaire. L’abondance
du cas ergodique s’explique donc par la décomposition spectrale, par la rarité du cas des
valeurs propres qui tombent précisement sur le cercle unitaire.

Remarque 3.2 Si des valeurs propres de module 1 différentes de 1 existent, il suit immédiatement
que limn→∞ P n n’existe pas. Ces valeurs doivent satisfaire λm = 1,m ≤ dim(P ) ! Ce cas,
appelée périodique, sera examiné dans la section 2.1.

Remarque 3.3 Sauf la décomposition spectrale P = DDiag(λi)D−1 = ∑
i λidi gi, d’autres

méthodes de solution sont possibles, comme le Thm. de Cayley-Hamilton p(P ) = 0, où p(z) =
det(zI − P ). Dans l’exercice 1.6, on trouve

P n = xnP − ynI, x2 = 2− a− b, y2 = 1− a− b, ....

Aussi, pour un element fixe, une décomposition avec coefficients indeterminés comme P11(n) =∑
i aiλ

n
i peut-etre obtenue, à partir de premières valeurs de la suite (avec des valeurs

numériques, une recherche sur http ://oeis.org/ pourrait aussi aboutir)

Remarque 3.4 Il est aussi possible de determiner les classes de communication en identi-
fiant les elements nonnuls dans la matrice fondamentale (I − sP )−1 = ∑∞

i=0 s
nP n, mais

dans des exemples de grande dimension cela demande l’utilisation des logiciels.

3.2 Le calcul de la limite des matrice des transitions à
la longue

Le calcul de
lim

n→∞
µ0P

n := µ0P

est facile à obtenir via une approche completement algébrique, en utilisant :
1. le théorème de Perrron-Frobenius. Plus precisément, on utilise les faits que

(a) 1 est la valeur propre PF (réele, maximale) pour les matrices stochastiques P
(exercice (3.5), et

(b) dans l’absence des classes périodiques, toutes les autres valeurs propres sont stric-
tement inférièures à 1 en valeur absolue.

2. La décomposition spectrale. Revisons ici le cas le plus simple des matrices P avec forme
Jordan diagonale (par exemple avec valeurs propres λi distinctes). Soit Λ la matrice
diagonale des valeurs propres, et soit V une matrice ayant les vecteurs propres à droite
vi comme colonnes. Remarquons que la diagonalisation

PV = V Λ⇔ P = V ΛV −1

nous permet d’écrire

P = V ΛΠ (3.1)
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où Π = V −1 et une matrice dont les lignes πi sont des vecteurs propres à gauche,
normalisés tq πivj = δi,j. La représentation spectrale (3.1) de P s’écrit aussi (vérifier !)
comme

P =
∑

i

λiviπi (3.2)

Rq : La représentation (3.2) nous permet d’écrire une matrice arbitraire comme somme
de n matrices de rang 1.

En utilisant la représentation (3.2), on trouve dans le cas diagonalisable que

P n = V ΛnΠ =
∑

i

λn
i viπi

et que convergence peut avoir lieu seulement dans l’absence des valeurs propres λi ̸= λP F tq
|λi| = λP F (c.-à-d., de périodicités). Finalement

P n =⇒ P =
R∑

i:λi=1
viπi = V Π (3.3)

où R est le nb des classes récurrentes, et V Π sont les matrices ayant vi et πi comme colonnes
et lignes, respectivement. Cette formule reste encore valable dans le cas général, même que
la décomposition de Jordan peut contenir des blocs nondiagonales, car les blocs de Jordan
associée à des valeurs propres tq |λ(i)| < 1 disparaissent dans la limite n → ∞ (vérifier !).
On obtient donc que dans l’absence des périodicités dans les classes récurrentes, la limite de
P n est donnée toujours par (3.3).

Théorème 3.1 1. La multiplicité de la valeur propre 1 est égale au nombre R des classes
récurrentes.

2. Les vecteurs propres à gauche/droite correspondant à une classe récurrente r sont
respectivement de la forme πr1r, où πr est la distribution stationnaire de la classe r
(complété en suite par des 0 en multipliant par 1r), et vr = (ar,1r), où ar dénote le
vecteur des probabilités d’adsorption dans la classe r.

3. La limite P = limn→∞ P n existe ssi la matrice P n’a pas des valeurs propres avec
|λ| = 1 à part la valeur propre de Perron-Frobenius λP F = 1 (c.-à-d. s’il n y a pas
des périodicités), dans quel cas elle est donnée par (3.3). Dans ce cas, elle est égale à∑

A vAπA.

Corollaire 3.1 1. La distribution stationnaire est unique ssi la valeur propre de Perron-
Frobenius λ = 1 a multiplicité 1.

2. Une châıne de Markov est ergodique, c.-à-d. P n =⇒ 1π ssi les deux conditions ci-
dessus sont vérifiées.

En conclusion, l’étude de l’existence et l’unicité de distributions à la longue, et l’étude du
comportement asymptotique de P n, peuvent être abordés algébriquement.

Il convient quand même de s’intéresser aussi aux interprétations probabilistes, par
exemple, au fait que νP F cöıncide avec le nombre de classes récurrentes, et nous aborde-
rons ensuite plusieurs aspects probabilistes du théorème de Perron-Frobenius (en fait, la
théorie des châınes de Markov finies/dénombrables peut être conçue comme une explication
probabiliste du théorème de Perron-Frobenius).
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3.2.1 La structure probabiliste de la matrice de distributions a la
longue

Nous donnerons maintenant une méthode pour la détermination des distributions ‘à la
longue” d’une châıne, dans l’absence des classes récurrentes périodiques. Soit

P =



Qt T1 ... ... TI

0 P1 0 ... 0
0 0 P2 0 ...
0 0 . . . . . . ...
0 0 ... ... PI


une décomposition de la matrice de transition P , avec Pi, i = 1, ..., I étant les projections de
la matrice P sur les classes récurrentes, et avec Qt étant la projection de la matrice P sur
les classes transitoires. Il est facile de vérifier que la puissance P n est de la forme :

P n =



Qn
t T1,n ... ... TI,n

0 P n
1 0 ... 0

0 0 P n
2 0 ...

0 0 . . . . . . ...
0 0 ... ... P n

I


Cette formule de décomposition reflète les idées suivantes :

1. Les classes récurrentes ”ne savent” pas du tout qu’il existe un ”monde extérieur” ;
par conséquent, la projection Pi de la matrice P sur une classe récurrente i est elle
même une matrice stochastique et la projection de la puissance P n sur la classe i est
précisément P n

i ; ce calcul peut être effectué en ignorant le reste des éléments. Le même
est vrai pour les probabilités de transition Qn(i, j) entre i et j transitoires, c.-à-d. la
projection de la puissance P n sur les classes transitoires est précisément Qn et peut
être donc aussi calculée en ignorant le reste des éléments.

2. Les probabilités P n(i, j) pour i, j récurrentes, mais dans des classes différentes sont
toujours 0 (comme pour n = 1) et alors la limite est aussi 0. Le même est vrai pour
les probabilités P n(i, j) pour i récurrentes et j transitoires.

3. La limite de Qn sera toujours 0, parce que la matrice Q est sous-stochastique, et les
limites de P n

i seront donné par le théorème ergodique.
En conclusion, si la limite P existe, elle est de la forme :

P =



0 X1 ... ... XI

0 Π1 0 ... 0
0 0 Π2 0 ...
0 0 . . . . . . ...
0 0 ... ... ΠI


où X1, ..., XI sont encore à déterminer, cf. le lemme 3.2 ci-dessous, en résolvant un problème
d’adsorption.
Exercice 3.2 Que devient la décomposition spectrale (3.3) dans le cas décomposable et sans
éléments transitoires ?
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3.2.2 Le calcul de la distribution limite dans le cas général
Nous considérons maintenant le cas général à plusieurs classes récurrentes. Il nous reste

seulement de calculer les limites X(i, j) := limn→∞P
n(i, j) pour i transitoire et j récurrent.

Nous avons vu dans nos exemples qu’il y a deux vecteurs de probabilités à déterminer : a)
pi(ĵ), de finir dans la classe de récurrence de j à partir de l’élément transitoire i, et b) π(j) la
probabilité stationnaire que la châıne soit observée dans l’état j (ou la proportion de temps
passé dans l’état j. Pour cela, on utilisera :

mult Lemme 3.2

limn→∞P
n(i, j) = pi(ĵ) π(j) (3.4)

où on a dénoté par pi(ĵ) la probabilité d’absorption dans la classe de récurrence de j (et par
π(j) la probabilité stationnaire de j dans sa classe). En forme matricielle, Xĵ = pĵ × πĵ

Cette loi multiplicative est assez claire intuitivement : elle reflète l’indépendance entre le
comportement avant et après absorption, et se vérifie facilement 1. Donc, le calcul des li-
mites limn→∞P

n(i, j) pour i transitoire et j récurrent demande le calcul des probabilités
d’absorption pi(ĵ) et l’application du lemme 3.2.

p1 Exemple 3.1 Calculer la matrice P = limn→∞ P n pour l’exemple :

P =


0 a b 1− a− b 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 0 1
0 0 1

2 0 1
2 0

1 0 0 0 0 0


Solution : après le rangement facilitant des éléments dans l’ordre 1, 4, 6, 2, 3, 5 la matrice
de transition devient :

P =



0 1− a− b 0 a b 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


On aperçoit par la structure de matrice à ”blocs” qu’on peut traiter les classes (2) et (3, 5)
séparément. Ici, l’absorption dans les classes récurrentes se fait toujours en partant de 1,

1. En conditionnant sur la position k d’arrivée dans la classe de récurrence ĵ de j après le temps T de
transition de la partie transitoire, on trouve que :

limn→∞P
n(i, j) =

∑
k∈ĵ

Pi{XT = k} limn→∞P
n(k, j) (par propr. Markov) (3.5)

=
∑
k∈ĵ

Pi{XT = k} π(j)(par ergodicité de la classe récurrente) (3.6)

= π(j)
∑
k∈ĵ

Pi{XT = k} = pi(ĵ) π(j) (3.7)
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et alors les probabilités d’absorption de 4 et 6 sont identiques aux celles de 1. En plus,
l’absorption se fait avec les probabilités données a, b dans les classes récurrentes (2) et (3, 5),
respectivement. Finalement, on trouve par le lemme (3.2)

P =



0 0 0 a
a+b

b
a+b

1
2

b
a+b

1
2

0 0 0 a
a+b

b
a+b

1
2

b
a+b

1
2

0 0 0 a
a+b

b
a+b

1
2

b
a+b

1
2

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


Le problème du calcul de P a été simplifié ci-dessus par la connaissance immédiate des
probabilités d’absorption pi(ĵ) dans chacune des classes récurrentes. En applications, il fau-
dra calculer les probabilités d’absorption pi(ĵ) séparément pour chaque classe, sauf une,
en résolvant un système d’absorption correspondant, obtenu en ”collant ensemble” tous les
éléments de chaque classe (pour la dernière classe, on peut obtenir les probabilités d’absorp-
tion comme complémentaires de celles dans les autres classes)

p2 Exemple 3.2 Calculer la matrice P = limn→∞ P n pour l’exemple :

P =


0 1

3
1
6

1
3

1
6 0

0 1 0 0 0 0
0 0 1− a 0 a 0
0 1

2 0 0 0 1
2

0 0 b 0 1− b 0
1 0 0 0 0 0



Solution : après le rangement des éléments dans l’ordre 1, 4, 6, 2, 3, 5 la matrice de transition
devient :

P =



0 1
3 0 1

3
1
6

1
6

0 0 1
2

1
2 0 0

1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1− a a
0 0 0 0 b 1− b


Le système d’absorption :

p1(2) = 1
3
p4(2) + 1

3
1 + 1

3
0

p4(2) = 1
2
p4(2) + 1

2
1

p6(2) = p1(2)

donne p1(2) = 3/5 = p6(2) et p4(2) = 4/5, et alors les probabilités complémentaires sont :
p1(3̂) = 2/5 = p6(3̂) et p4(3̂) = 1/5 (les résultats auraient pu etre dévinés, en observant que
l’absorption dans les classes récurrentes se fait seulement en partant de 1 et de 4, tandis que
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6 a les mêmes probabilités d’abs. que 1. Posant ã = a
a+b

, b̃ = b
a+b

on trouve finalement :

P =



0 0 0 3
5

2
5 b̃

2
5 ã

0 0 0 4
5

1
5 b̃

1
5 ã

0 0 0 3
5

2
5 b̃

2
5 ã

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


Exercice 3.3 Démontrer la lemme 3.2, à partir des deux équations PP = P ,PP = P . Que
devient la décomposition (3.3), c.-à-d. les vecteurs propres à droite et gauche de la valeur 1
dans le cas général ?

Solution : Cherchons à trouver un vecteur propre à droite v(j) et un vecteur propre à gauche
π(j) pour chaque élément absorbant j. On trouve π(j) = (0, 0, ...,πj, ..., 0), la distribution
stationnaire de la classe j. Décomposant v(j) = (vt, 0, 0, ..., 1, .., 1, 0, ..., 0) on trouve vt = pj,
où pj sont les probabilités d’absorbtion dans la classe j. En travaillant en forme matricielle,
on trouve les matrices de rang 1 Xj = pj × πj.

3.2.3 Le théorème de Perron-Frobenius
Exercice 3.4 Est-ce qu’il existent des matrices réeles 2× 2, sans éléments négatifs, et avec
des valeurs propres complexes ?

La réponse est un cas particulier du :

Théorème 3.2 (Perron-Frobenius) Soit P une matrice finie sans éléments négatifs. Alors :
1. Parmi les valeurs propres de module maximal il existe toujours une, λ = λP F qui est

réelle positive, qu’on appellera la valeur propre PF (de Perron-Frobenius). Dès
lors, toutes les autres valeurs propres ont une valeur absolue inférièure ou égale à la
valeur propre λP F .

2. Le bloc de Jordan correspondant à λP F a une structure diagonale (c.-à-d. la multiciplité
algebrique νP F de λP F est égale à la dimension de son espace de vecteurs propres), et les
espaces des vecteurs propres à droite et à gauche de λP F contiennent chacun une base
de vecteurs propres v

(P F )
i ,π

(P F )
i , i = 1, 2, ..., νP F ayant toutes leurs composantes

nonnégatives.
3. S’il y a d’autres valeurs propres égales à λP F en valeur absolue, elles doivent etre des

racines de λP F , c.-à-d. de la forme λ1/p
P F , p ∈ N.

Rémarque : Le théorème de PF a plusieurs implications pour l’analyse des châınes de
Markov homogènes à espace d’états fini. Par exemple, l’existance des valeurs propres qui
sont des racines de λP F est équivalente à la presence des périodicités dans la suite des
puissances P n, n = 1, 2, ...

e:PF Exercice 3.5 Démontrer qu’une matrice stochastique P n’a pas de valeurs propres avec
module plus grand que 1, et donc sa valeur propre PF est égale à 1. Ind : Intuitivement, les
moyennes ponderées de v données par Pv ne peuvent pas augmenter les composantes de v.

Exercice 3.6 Montrez que le théorème de Perron-Frobenius implique :
1. Une châıne homogène à espace d’états fini a au moins une distribution stationnaire.
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2. La dimension de l’espace d’états des distributions stationnaires coincide avec le nb des
classes de récurrence.

Conclusion : On voit que la connaissance de la structure du graphe de communication
simplifie considerablement le problème du calcul de la limite P .
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Chapitre 4

Problèmes de Dirichlet/premier
passage/absorbtion pour les châınes
de Markov

Exercice 4.1 On lance une monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et
celle de sortir pile égale à p = 1− q, jusqu’à ce qu’on obtient une pile. Soit N (1) le nombre
de faces précedant la première pile (N (1) = 0, 1, 2, ...). Par exemple, si X1 = F, ...Xj−1 = F
et Xj = P, j ≥ 1, la valeur de N (1) est j − 1.

1. Calculez pk = P [N (1)] = k, k = 0, .... Quelle est la loi (distribution) de N (1) ?
2. Trouvez les moments m1 = EN(1), et m2 = E(N(1))2 par la méthode du conditionnement

sur le premier pas, en utilisant la relation L(N (1)|X1 = F ) = L(1 +N (1)) (qui est une
conséquence de la décomposition ”premier pas + le reste”

N (1)′ = 1 +N ′

et du fait que les distributions conditionnées par le premier pas du ”reste” N ′ sont
connues : a) (N ′|X1 = P ) ≡ 0 et b) L(N ′|X1 = F ) = L(N (1)) par le fait que la
seule difference entre les réalisations possibles de N ′ et ceux de N (1) est le moment ”de
départ de la montre”, qui n’affecte pas la distribution d’une châıne homogène).

3. Trouvez l’espérance m = EN(2) du nombre des essais jusqu’à ce qu’on obtient deux
piles consécutives.

4. Généraliser pour k = 3 piles consécutives, et pour k arbitraire.
5. ”Mieux que les moments :” Trouvez la fonction génératrice des probabilités φ∗

N(1)(z) =
EzN(1) = ∑∞

k=0 pkzk, et deduisez l’espérance EN(1), en calculant φ′(1).
6. Les mêmes questions pour φ∗

N(2)(z) et pour φ∗
N(3)(z), ainsi que pour φ∗

N(2)′ (z) et pour
φ∗

N(3)′ (z), où les dernières variables représentent les nombres des essais jusqu’à ce qu’on
obtient deux/trois piles consécutives, en incluant la suite finale des piles.

Solutions :
1. L’espace des expériments est : E = {P, FP, FFP, FFFP, ...} = {P} ∪ FE. pk =
pqk, k = 0, 1, .... On a à faire avec une distribution bien connue (la géométrique ! !).

2. Il est quand même intéressant de remarquer que l’espérance peut aussi se calculer par
un conditionnement sur le premier pas :

m1 = p× 0 + q(1 +m1)⇔ m1 = q

p
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Note : Pour l’autre définition d’une variable g’eométrique N (1)′ := N (1) + 1 ∈ {1, 2, ...}
(en incluant la première face), on obtient par le résultat précedent

n := EN (1)+1 = E(N (1) + 1) = 1
p
,

ou encore par conditionnement sur le premier pas :

n = E[N (1)+1] = P[X1 = P ]E[N (1)+1|{X1 = P}] + P[X1 = F ]E[N (1)+1|{X1 = F}]
= P[X1 = P ]1 + P[X1 = F ](1 + E[N (1)+1]) = p ∗ 1 + q ∗ (1 + n) = 1 + q ∗ n

3. Remarquons que les trois événements PP, PF, F fournissent une décomposition :

G = {F G} ∪ {PF G} ∪ {PP}

de l’espace d’états qui permet soit de constater que notre événement d’arrêt est arrivé,
soit de relancer le processus du début. Par conséquent :

n = q(n+ 1) + pq(n+ 2) + 0p2 ⇔ n = q(1 + 2p)
1− q − pq

= 1 + p

p2 − 2

4. Remarquons que les quatre événements F, PF, PPF, PPP fournissent une décomposition
de l’espace d’états qui permet soit de constater que notre événement d’arrêt est ar-
rivé, soit de relancer le processus du début. Le conditionnement sur F, PF, PPF, PPP
donne : n = q(n+ 1) + pq(n+ 2) + p2q(n+ 3) + 0p2 ⇔ n = q(1+2p+3p2)

p3 = 1+p+p2

p3 − 3 (et
pour inclure les dernières trois piles, on ajoute 3).

5. La méthode des fonctions génératrices : Remplaçons chaque terme de l’espace des
expériences par pnb.P qnb.F znb.F (nb.P = 1). Soit p(z) le résultat obtenu en ajoutant
tous les termes. Observons qu’en rajoutant tous les termes, on obtient précisément
φ(z) = ∑∞

n=0 pnz
n = p

1−qz
. Nous pourrions aussi remarquer la décomposition φ(z) =

p + qzp(z), qui implique encore φ(z) = p
1−qz

. Finalement, EN(1) = φ′(1) = q
p . Rem :

La méthode des fonctions génératrices (qui n’est pas vraiment nécessaire dans cet
exercice simple) s’avère une des méthodes les plus puissantes pour les espaces d’états
infinis.

6. Les probabilités pk sont moins évidentes à obtenir. Ind : Utilisons une châıne de Markov
associé, sur l’espace E = {0P, 1P, 2P}, avec état absorbant 2P . p0 = p2, p1 = qp2, p2 =
q2p2, p3 = qp2 + pqp1, ...pn = qpn−1 + pqpn−2, ∀n ≥ 3.

7. Ind : Utilisons une châıne de Markov associé, sur l’espace E = {0P, 1P, 2P, 3P}, avec
état absorbant 3P . Soit Q la matrice des transitions entre les états transitoires 0, 1, 2.
Le vecteur φ des fonctions génératrices des moments satisfait φ(z) = z(Qφ(z) + t).
Rem : On peut aussi trouver une formule générale pour m = φ′(1). En différentiant
le système, on trouve φ′(z)− zQφ′(z) = Qφ(z) + t⇒ (I −Q)φ′(1) = Q1 + t = 1.

Exercice 4.2 Étant donné une châıne finie avec deux états absorbants 0, B et le reste des
états transitoires, obtenez un système et une formule explicite pour le vecteur b = (bi =
Pi[XT = B], i ∈ T ).
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Sol : b = Qb + aB ⇔ b = (I − Q)−1aB où aB est le vecteur des probabilités d’absorption
directe en B (c.-à-d. après un pas). Sommaire : Nous étendrons en suite l’approche de
cette section aux plusieurs problèmes concernant l’absorption de marches aléatoires, pour
les châınes de Markov de transition P . Brièvement, après avoir associé à chaque châıne un
opérateur G = P − I, nous obtiendrons les mêmes équations linéaires en fonction de G (la
seule différence étant le fait que les solutions au cas des pbs de grande taille demandent
l’utilisation des méthodes numériques plus pointues).

4.1 Les châınes de Markov absorbantes
Définition 4.1 Une châıne s’appelle absorbante si tous ses états récurrents sont absorbants,
c.-à-d. Pi,j = δi,j pour chaque état i récurrent.

Motivation : Parfois, une châıne/marche est forcée de rester dans un sous-ensemble de son
espace d’états initial par des divers mécanismes de contrainte. Par exemple, une marche
sur Z qui est contrainte à rester non-négative, donc en N, pourrait être adsorbée en 0 pour
toujours, ou ”réfléchie”, i.e retournée en N dés qu’elle arrive dans le complément ∂ = Z−N.
Le mécanisme de contrainte le plus simple est l’absorption. On appellera l’ensemble des
états adsorbants ”cimetière” ∂ ; ceux-ci sont caractérisés par des probabilités de transition
Pi,j = δi,j, ∀i ∈ ∂, ∀j.

4.2 Les problèmes de Dirichlet/premier passage
Les problèmes de Dirichlet ont comme objet l’étude du temps de sortie N , de la distribu-

tion du point de sortie XN ∈ ∂, et des diverses autres fonctions comme des prix finaux ou des
couts accumulés par la marche jusqu’au moment de son absorption en ∂. Pour les marches
aléatoires, on a vu que tous ces problèmes aboutissaient dans des équations de différences
(ou différentielles, si l’espace d’états était Rd). On verra maintenant que pour les châınes
de Markov, ces problèmes aboutissent dans des équations impliquant la matrice G = P − I.
La méthode pour établir ces équations est toujours le conditionnement sur le premier pas.

SoitXk une châıne de Markov absorbante à espace d’états S = T ∪ ∂ = {1, 2, ...I, C1, C2, ..},
où les états en T sont transitoires, et les états ∂ = {C1, C2, ...} sont absorbants. Soit(

Q | q(T ,∂)

0 | I

)
la matrice de transition et soit α la distribution initiale.

Définition 4.2 Soit Xt une châıne absorbante, soit ∂ l’ensemble des états absorbants, et soit
T le sous-ensemble (complémentaire) d’états transitoires. On appellera temps de premier
passage/sortie/absorption N le premier temps quand le processus Xt n’est plus en T (et
donc est arrivé en ∂)

N = inf{t : Xt /∈ T } ∈ {1, 2, ...}

Remarque 4.1 N est précisément le nombre de temps t ∈ {0, 1, 2, ...N − 1} passés en T ,
en incluant la position initiale.
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4.3 La loi multivariée du temps de premier passage, et
de la position finale

On s’intéresse dans la distribution et l’espérance des variables d’absorption, comme
le temps d’absorption N jusqu’au premier passage dans l’ensemble des états absorbants ∂,
la position après absorption XN et la position avant absorption XN−1, par exemple :

1. La distribution de N .
2. Les espérances des temps d’absorption n = (ni, i ∈ T ), où ni = EiN.
3. Les probabilités d’absorption dans les différents états absorbants (s’il y en a plusieurs).

On verra qu’elles sont toutes calculables en utilisant la loi ”multivariée” du temps de pre-
mier passage N conditionnée par le point de départ x et joint avec le point final y. Plus
précisément, nous allons étudier d’abord les matrices de dimension |T |×|∂| et |T |×|T |, res-
pectivement, ayant comme éléments les probabilités jointes d’absorption en k pas et survie,
avec départ en x et point final en y :

p(k) = P{N = k,X(k) = .} = (px,y(k), x ∈ T , y ∈ ∂), px,y(k) := Px{N = k,X(k) = y}
P (k) = P{N > k,X(k) = .} = (P x,y(k), x ∈ T , y ∈ T ), Px,y(k) := Px{X(k) = y} (4.1)

t:mv Théorème 4.1 a) Pour une châıne de Markov absorbante à matrice de transition
(

Q | q(T ,∂)

0 | I

)

les probabilités multivariées (4.1) sont données par :

P (k) = Qk,

P ∗(z) :=
∞∑

k=0
zkP (k) = (I − zQ)−1

p(k) = Qk−1q(T ,∂),

p(k)1I∂ = Qk−1q(T ,∂)1I∂ = Qk−1q = (I −Q)Qk−11IT ,

où q = q(T ,∂)1I∂ = (I −Q)1IT b) Avec distribution initiale α, et en considerant toutes les
points finales possibles, on a :

P{N > k} = P{N ≥ k + 1} = αQk1IT

P{N = k} = α(I −Q)Qk−11IT

φN(z) = EzN−1 =
∞∑

k=1
zk−1P{N = k} = α(I −Q)(I − zQ)−11IT

Exercice 4.3 Démontrez le théorème. Ind : Les matrices p(k),P (k) satisfont les récurrences :

p(k) = Qp(k − 1),p(1) = q, et P (k) = QP (k − 1),P (0) = I

qui ramènent (en itérant) au résultat :
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Démonstration alternative : IN=k = ∑
x0,x1,...,xk−1∈T ,y∈∂ IX0=x0,X1=x1,...,Xk−1=xk−1,Xk=y∈∂∈T .

Dès lors,

Px0{N = k,Xk = y} =
∑

x1,...,xj−1∈T
Qx0,x1Qx1,x2 ...Qxk−2,xk−1

q(T ,∂)
xk−1,y = Qk−1q(T ,∂)(x0, y)

Les résultats en b) sont obtenus en prenant somme en y et somme en x, ponderé par les
poids α. �
Remarque 4.2 Cette demonstration peut-etre visualisée en utilisant ”l’arbre de toutes les
cas possibles”.

Définition 4.3 Une variable n ∈ N ayant une loi représentable comme

P{N = k} = α(I −Q)Qk−11, k ≥ 1

où Q est une matrice sous-stochastique, et α est un vecteur ligne des probabilités, sera appelée
de type matrice-géométrique, et aussi de type ”phase”.

4.4 Les espérances des lois de type phase
t:EN Théorème 4.2 a) Les espérances n = (nx, x ∈ T ) du nombre des pas jusqu’à l’absorbtion

à partir des états transitoires satisfont le système d’absorbtion

n = Qn + 1

b) Elles sont données explicitement par :

n = (I −Q)−1 1

c) Avec une distribution initiale α, l’espérance n̄ = EβN du temps d’absorbtion est :

n̄ = EN = α(I −Q)−11

Remarque 4.3 Comme toujours, le système et la méthode donné au point a) sont plus im-
portants que la formule explicite donnée en b) ; en effet, l’inversion des matrices n’est pas
forcement la meilleure solution pour résoudre un système. Aussi, il existe beaucoup de varia-
tions de ce problème, ramènant a une diversité des formules expilcites, pendant que le principe
pour obtenir les systèmes et toujours le même : conditionnement sur le premier pas.
Ce problème fournit donc une illustration du fait que conceptuellement et numériquement,
les systèmes d’équations sont plus utiles que leurs solutions explicites !

Demonstration par conditionnement sur le premier pas : a) est équivalent au système

ni =
∑
j∈T

Qi,j(nj + 1) +
∑
j /∈T

q
(T ,∂)
i,j ∗ 1,

obtenu par un conditionnement sur le premier pas. b) est simplement la solution du système
donné en a).

Exercice 4.4 Montrez que

EN =
∞∑

k=1
P{N ≥ k}
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Rémarque : Cet exercice nous fournit une deuxième démonstration du Théorème 4.2, à
partir du théorème 4.1 :

n =
∞∑

k=1
P{N ≥ k} =

∞∑
k=1

P{N ≥ k,X(k − 1) = .}1IT

=
∞∑

k=1
Qk−11IT = (I −Q)−11IT

Dir1 Corollaire 4.1 Soit G̃ := Q − I. Les espérances des temps d’absorbtion à partir des tous
les états transitoires n satisfont le satisfont le système

G̃n + 1 = 0 (4.2)
ni = 0, ∀i ∈ ∂

Remarque 4.4 Ceci est notre premier exemple de ”système de Dirichlet” faisant intervenir
l’operateur G̃. Formulé comme ci-dessus, il est valable aussi en temps continu (et en fait
pour tous les processus de Markov).

Remarque 4.5 La matrice G̃ a seulement ses valeurs propres avec partie réelle negative,
étant par conséquent inversible.

Remarque 4.6 La matrice (I −Q)−1 intervenant dans la formule

n = (I −Q)−1 1 =
[ ∞∑

i=1
(Q)i

]
1

a une interprétation probabiliste importante. Remarquons d’abord la décomposition en
indicateurs

N =
∞∑

k=0
Ik

où Ik est l’indicateur d’etre dans la partie transitoire au temps k. Donc, ni = ∑∞
k=0 EiIk.

Remarquons aussi la décomposition en indicateurs

Ik =
∑
j∈T

Ik,j, Ik,j = 1I{X(k)=j}

où Ik,j est l’indicateur d’etre en position j ∈ T au temps k. Ces décompositions nous four-
nissent une troisième démonstration du Théorème 4.2

ni =
∞∑

k=0

∑
j∈T

EiIk,j =
∞∑

k=0

∑
j∈T

(Q)k
i,j

Changeant l’ordre de sommation nous ramène à

ni =
∑
j∈T

( ∞∑
k=0

(Q)k
i,j

)
=
∑
j∈T

(I −Q)i,j :=
∑
j∈T

ni,j

où
ni,j = (I −Q)i,j

est le temps total espéré passé en j avant le passage dehors les états transitoires. La ligne i
de la ”matrice fondamentale” (I −Q)−1 nous fournit ”le bilan de la vie”, avec état initial i !
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4.5 Exemples des distributions de type phase

e:N Exemple 4.1 Soit une châıne sur {1, 2} définie par la matrice de transition
(
p | 1− p
0 | 1

)
avec X0 = 1 (c.-à-d., la loi initiale est c0 = (1, 0)). Soit N le nombre des transitions jusqu’à
l’absorbtion, en partant du temps 0 a) Quelle est la valeur de N si X0 = X1...Xk−1 = 1 et
Xk = 2 ? Quellle est l’espace d’états de N ? b) Trouvez l’espérance n = EN du nombre des
pas N jusqu’à l’absorbtion, en partant du premier état (c.-à-d. X0 = 1,α = (1, 0)).

ser Exercice 4.5 Soit la matrice de transition

q1 p1 | 0
0 q2 | p2
0 0 | 1

 a) Trouvez l’espérance de N , et

le bilan de la vie. b) Soit N = N1 +N2, où Ni est le nombre de fois qu’on reste en i. Montrez
que la distribution de N1 conditionné par N est uniforme et calculez la distribution de N , si
q1 = q2 = q. c) Généralisez au cas des matrices de ce type (série) de taille K + 1.

Remarque 4.7 Avec q1 = q2 = q, on peut aussi résoudre l’exercice en remarquant que
Ni sont des variables géométriques, et donc N est hypergéométrique (une somme des
géométriques).

par Exercice 4.6 Soit la matrice de transition

q1 0 | p1
0 q2 | p2
0 0 | 1

 et la distribution initiale (β1, β2, 0).

Trouvez l’espérance et la distribution de N , et le bilan de la vie.

Exercice 4.7 a) Pour une châıne a deux états 0, 1 avec P0,1 = λ, P1,0 = µ, calculez l’espe-
rance t0 du temps de retour T0 (retour en 0, conditionné par un départ en 0). b) Verifiez
l’identité t0 = π−1

0 /P0[X1 ̸= 0], valable pour toutes les châınes ergodiques. c) Quelle est la
distribution du T0 ?

Conclusion : Les distributions de type phase demandent le calcul des puissances/exponentielles
de matrices. Ces expressions sont très vite obtenues par logiciels comme Matlab, etc ; comme
pour la plupart des matrices, les valeurs propres ne sont pas accessible analytiquement, leur
calcul demande en effet une évaluation numérique.

4.6 Les probabilités d’absorbtion
Définition 4.4 Soit Xt un processus, soit E un sous-ensemble arbitraire de l’espace d’états
, et soit ∂ son complémentaire. On appelera processus absorbé en l’ensemble d’arret ∂
le processus X̃t obtenu à partir de Xt en modifiant tous les états en ∂ en sorte qu’ils soient
absorbants.

Dans le prochaine exemple, nous utilisérons plusieurs ensembles d’arret.

Exemple 4.2 Pour une marche aléatoire Xt, t = 0, 1, 2, ... sur le graphe papillon
ci-dessous, calculer :

1. L’espérance nU en sortant de U du nombre de pas N jusqu’au noeud O. Indication :
Utiliser la symmetrie.

2. Les probabilités stationnaires de chaque noeud.
3. L’espérance en sortant de O du nombre de pas ÑO jusqu’au premier retour à O.
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Figure 4.1 – Marche aléatoire simple sur le graphe papillon

4. La probabilité pA = PA{XN = O} = PA{NO < NU}, où N = min[NU , NO].

Solution : 4) En résolvant le système d’absorbtion pour pA, pB, pC , on trouve pA = 3/4, pB =
1/2, pC = 1/4�. Supposons qu’il y a plusieurs états absorbants à probabilités d’absorbtion
p(j), j ∈ S − ∂, qui donnent des ”prix finals” f = {fj, j ∈ ∂}, posons p̂i = Eif(N), et
p̂ = {p̂i, i ∈ S − ∂} le vecteur de prix finals espérés. Le calcul de p̂ est le fameux problème
de Dirichlet. Par exemple, pour f j = {0, ..., 0, 1, 0, ...} = {δj(i), i = 1, 2, ...} (avec le 1 sur
la position j) on obtient les probabilités d’absorbtion p̂i(j) = Pi{XN = j} = EiI{XN=j}. La
théorie des châınes pour les quelles tous les états récurrents sont absorbants peut etre utilisée
pour étudier n’importe quelle châıne, en modifiant certaines transitions.

Théorème 4.3 Le vecteur p̂ d’espérances d’un ”prix final” f satisfait le système d’ab-
sorbtion

p̂ = Qp̂ + q(T ,∂)f

En particulier

Théorème 4.4 Les probabilités d’absorbtion p̂(j) dans un état absorbant fixe j satisfont le
système d’absorbtion

p̂(j) = Qp̂(j) + p
(j)
(T ,∂)

où p
(j)
(T ,∂) denote le vecteur des probabilités de transition dans l’état absorbant j. La matrice

P (abs) des probabilités d’absorbtion satisfait :

P (abs) = QP (abs) + q(T ,∂)

et donc
P (abs) = (I −Q)−1q(T ,∂)

Dir2 Corollaire 4.2 Soit G := P − I. Avec un prix final arbitraire f , les prix finaux espérés p
à partir de tous les états satisfont le système d’absorbtion

Gp = 0 (4.3)
pi = fi, ∀i ∈ ∂ (4.4)

Corollaire 4.3 Avec une distribution initiale α, avec un prix final arbitraire f , on a l’espace
d’états :

p̂ = α(I −Q)−1)q(T ,∂)f
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4.7 L’opérateur associé à une châıne de Markov
L’opérateur associé (ou générateur) à une châıne de Markov est la ”matrice génératrice”

G = P − I.
Définition 4.5 Une matrice G satisfaisant

1. gij ≥ 0 si i ̸= j, gii ≤ 0 et
2. gi,i +∑

j ̸=i gi,j = 0
sera appelée matrice génératrice. Une matrice G satisfaisant 1. et gi,i +∑

j ̸=i gi,j ≤ 0 sera
appelée sous-génératrice.

Exercice 4.8 Pour une matrice (sous)stochastique arbitraire, la matrice G = P − I est une
matrice (sous) génératrice.

Remarque 4.8 Il est facile de verifier que la matrice G = P − I a les mêmes vecteurs
propres comme P , et que ses valeurs propres sont translatées par −1. Les équations de
Dirichlet –voir ci dessus– concernant les châınes de Markov en temps discret peuvent etre
formulées également en termes de P ou de G, mais l’avantage de la dernière formulation et
qu’elle generalise pour le temps continu.

4.8 Classification des quelques problèmes linéaires concer-
nant les temps de premier passage pour les châınes
et processus de Markov

Note:1) Les problèmes que nous venons de discuter concernent une châıne de Markov
avec une ou deux états absorbants. Soit Q la matrice sous-stochastique des probabilités de
transition parmi les états transitiores. En mettant G = Q − I, et F(S) = RS l’espace des
fonctions definies sur l’espace des états transitoires S, les équations trouvées ici pour les
fonctions p, f, t, c, w ∈ F(S) sont :

(Gp)x = 0, bB = 1, b0 = 0
(Gf)x = 0, fB = B, f0 = 0

(Gt)x + 1 = 0, tB = 0, t0 = 0
(Gc)x + x = 0, cB = 0, c0 = 0

(Gw)x + (1− a−1)wx = 0, wB = 1, w0 = 1

font tous intervenir le même opérateur G = P −I : F(S)− > F(S). La remarque importante
resortant de ces examples est qu’une grande partie des problèmes rencontrés peuvent etre
classifiés comme apartenant à un nb. assez petit de types de problèmes, qui sont associés
aux formes specifiques des conditions frontière et des termes inhomogènes. Cela permet, une
fois que le générateur d’un processus et le type de problème ont été reconnu, une identifica-
tion méchanique des équations associées – voir Corollaires 4.1, 4.2, ??. Nous avons analysé
cette correspondance dans le cadre le plus simple des châınes de Markov finies, et pour les
types de problèmes les plus faciles à dériver et résoudre : ceux de Dirichlet, corréspondant
aux problèmes d’absorbtion. En suite, nous examinerons cette correspondance pour des
modèles plus complexes en temps continu, et avec des espace d’états dénombrable et même
continu.
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En examinant les questions 2)-8) de cet exercice, qu’ils utilisent toutes le même opérateur

(Gf)n := (P − I)(f)n = p fn+1 + q fn−1 − fn (4.5) op

la seule difference étant dans les conditions frontière et dans la partie nonhomogène. En plus,
ils se regrouperont en deux types de questions :

1. ”Gain final espéré”, satisfaisant :

fn = En[g(XT)] = pfn+1 + qfn−1 ⇔ (Gf)n = 0, F(0) = g(0),F(B) = g(B)

2. ”Coùt total accumulé espéré”

fn = En[
T−1∑

0
h(Xi)] = h(n) + pfn+1 + qfn−1 ⇔ (Gf)n = 0, f(0) = 0, f(B) = 0

Ces exercices illustre trois idées :
1. L’avantage de la méthode du conditionnement sur le premier pas.
2. Le calcul des esperances pour les châınes de Markov comporte des systèmes linéaires

avec une inconnue pour chaque état initial possible.
3. Les systèmes associés avec un processus fixe implique toujours la même partie ho-

mogène appelée ”operateur” (dans le cas des châınes de Markov en temps discret et
à espace d’états fini ou dénombrable, l’ operateur est simplement P − I, où P est la
matrice de transition P ).

Ces idées seront aprofondies dans les chapitres suivants, où nous regarderons quelques autres
problèmes résolubles par le conditionnement sur le(s) premier(s) pas.

Nous avons vue ici une des idées les plus importantes de la modélisation Markovienne : les
ésperances, vues comme fonctions de l’état initial, satisfont certaines équations
qui font toujours intervenir un opérateur associé fixe, appelé générateur du pro-
cessus, même que les conditions frontière, termes non homogènes, et d’autre
”details” (comme la presence/absence d’une multiple de l’operateur identité)
peuvent varier. Il s’avère que les mêmes èquations décrivent la solution des problèmes
analogues pour toutes les châıne de Markov à espace d’états comptable, et avec des états
absorbants – voir la prochâıne section. Par exemple, pour les châınes de Markov, l’operateur
associé est G = P − I, où P est la matrice de transition, et pour le cas particulier d’une
marche aléatoire Xt = ∑t

i=1 Zi avec pk = P [Zi = k], k ∈ [−c, d] on a encore G = P − I, où
P = ∑

k pkF
k et F est l’operateur de translation (Ff)k = fk+1, k ∈ Z. Alors, nous obten-

drons des èquations similaires pour les problèmes respectives, juste en remplaçant l’ancien
operateur par le nouveau. On recontre la même situation pour toute la classe des processus
”de Markov”, Xt, différents qu’elles soient, vivant sur des espaces S considerablement plus
compliqués, la seule difference étant que l’operateur GX : F(S)− > F(S) associé a ces pro-
cessus sera plus compliqué ! Par exemple, les problèmes de cette section ont aussi des versions
à espace d’états continu, obtenu en considérant des marches avec incréments infinitésimaux
ϵ, et en prenant la limite E→ 0. La marche aléatoire devient ainsi un processus avec chemins
continus, appelé mouvement Brownien. Les équations resterons les mêmes, seul l’operateur
G changera (dans un operateur différentiel).

En conclusions, il existe une correspondance un á un entre les processus de Markov et une
certaine classe des operateurs deterministes associés ; nous l’appellerons ”Le Dictionnaire”.
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4.9 Conclusions
Un des outils les plus importants de la théorie des châınes de Markov est l’étude des

variables d’absorbtion, qui réflechissent le comportement d’une châıne X jusqu’au temps de
premier passage T dans un ensemble des états l’absorbants ∂. Les problèmes de Dirichlet
ont comme objet l’étude des temps de sortie τ , de la distribution du point de sortie Xτ ∈ ∂,
et des diverses autres fonctionnelles comme des prix finaux ou des coùts accumulés par un
processus jusqu’au moment de son absorbtion en ∂. Ils ramènent toujours aux systèmes
specifiant les relations entre les esperances des fonctionelles conditionnées par le point de
départ.
Exercice 4.9 Obtenez les équations de Dirichlet pour les probabilités p d’absorbtion dans
un sous-ensemble A ⊂ ∂, et les temps espérés d’absorbtion t, (à partir des diverses états
initiaux, voir Ch. 2.6, Part 1), en conditionnant sur le moment de la premiére transition,
pour un processus de Markov avec un état absorbant, à matrice génératrice (de taux de
transitions) donnée par :

G =
(

B b
0 0

)
où b = (−B)1. Obtenez par conditionnement sur la position après la première transition les
transformés de Laplace

li(s) = f ∗
i (s) = Ei[e−sτ 1{Xτ ∈A}

des temps d’absorbtion.

Sol : Les trois équations sont respectivement

G̃p = 0
pi = 1A(i), ∀i ∈ ∂

G̃n + 1 = 0
ni = 0, ∀i ∈ ∂

G̃l(s)− sl = 0
lj(s) = 1A(j), ∀j ∈ ∂

où G̃ = (B, b) denote la matrice generatrice avec les lignes des états recurentes enlevées.
Cinq types des problèmes fondamentaux rencontrés sont :

1. La distribution de la position d’absorbtion XT

px(y) := Px{XT = y}, y ∈ ∂(A), x ∈ int(A) := A− ∂(A)

parmi les différents états absorbants y ∈ ∂. Quand x varie, ces probabilités satisfont le
système

px(y) = δy(x), x ∈ ∂, (Gp)x = 0⇔ px = (Pp)x, x ∈ int(A)
Définition 4.6 Une fonction f : A− > R s’appelle harmonique sur int(A) := A −
∂(A) si elle satisfait

(Gf)x = 0⇔ fx = (Pf)x, x ∈ int(A)

est sont appelées (à cause de la dernière rélation).

46



Corollaire 4.4 Pour chaque y ∈ ∂(A) fixe, les probabilités d’absorbtion px(y) sont des
fonctions harmoniques en x.

2. Les espérances des temps d’absorbtion tx = ExT = Ex
∫ T

0 1ds, x ∈
∫
(A) ou des coùts

accumulés espérés :
cx = Ex

∫ T

0
h(Xs)ds

(le cas particulier h(x) = 1 rends les espérances des temps d’absorbtion tx). Quand x
varie, ces coùts satisfont le système

cx = 0, x ∈ ∂, (Gg)x + h(x) = 0⇔ cx = (Pc)x + h(x), x ∈ int(A)

3. La distribution de T
Px(k) = Px{T ≥ k}

Dans le cas k ∈ N, elle satisfait une récurrence simple.
4. Probabilités et coùts d’absorption ”actualisés” :

Exe−rTg(XT), Ex

∫ T

0
e−rsh(Xs)ds

importants dans les mathématiques financières ; Ceux-ci rendent en particulier la fonc-
tion génératrice de la distribution jointe de la position et du temps d’absorbtion.

5. ”Autres problèmes”, comme le calcul de

px(k,B) := Px{exactement k visites en B avant l’absorbtion en ∂(A)}

Dans ce dernier cas, nous cherchons des récurrences liant px(k,B), x ∈ A à px(k −
1, B), x ∈ A.

Conclusion : Nous avons observé dans les chapitres precedants trois idées très importantes
dans la modélisation Markovienne :

1. Pour les châınes et processus de Markov, l’étude des esperances des diverses fonctio-
nelles, vues comme fonctions de l’état initial, ramène a des systèmes linéaires avec une
inconnue pour chaque état initial possible.

2. Ces systèmes peuvent etre obtenues par la méthode du conditionnement sur le premier
pas.

3. Les diverses systèmes associés avec un processus fixe implique toujours la même partie
homogène appelée ”operateur” ou générateur du processus (dans le cas des châınes
de Markov en temps discret et à espace d’états fini ou dénombrable, l’ operateur est
simplement P − I, où P est la matrice de transition P ). Par contre, les conditions
frontière, termes non homogènes, et d’autre ”details” (comme la presence/absence d’un
multiple de l’operateur identité) varient d’un problème à l’autre.

Il s’avère que ces principes s’appliquent pour toutes les processus de Markov, Xt,
différents qu’elles soient, vivant sur des espaces S considerablement plus compliqués, la
seule difference étant que l’operateur GX : F(S)− > F(S) associé a ces processus sera plus
compliqué ! On arrivent toujours aux mêmes èquations, obtenues juste en remplaçant un
operateur par un autre. Par exemple, les problèmes concernant les marches simples ont aussi
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des versions pour le mouvement Brownien, qui est un processus à espace d’états continu, avec
chemins continus (obtenu en considérant des marches simples avec incréments infinitésimaux
±ϵ, et en prenant la limite ϵ→ 0). Les équations resterons les mêmes, mais l’operateur des
difference et remplacé par loperateur différentiel ∇ (le Laplacien).

En conclusions, il existe une correspondance/dictionnaire un à un entre les processus de
Markov et une certaine classe d’operateurs deterministes associés.
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Chapitre 5

Marches aléatoires sur des réseaux
éléctriques

5.1 Distributions stationnaires : équations d’équilibre
local

L’étude des châınes de Markov sur un espace d’états fini nous ramène toujours à
un système linéaire impliquant la matrice P. Il se trouve quand même que des for-
mules/approches algorithmiques plus simples sont disponible pour certains cas particu-
liers, comme celui des marches aléatoires sur les graphes (non dirigés), ou sur des réseaux
éléctriques.

Définition 5.1 a) La matrice d’adjacence d’un graphe est la matrice définie par

D(x, y) =
{

1 si⇐⇒ j
0 sinon

b) La marche aléatoire simple sur un graphe est la marche avec probabilités de transition
P (x, y) = D(x,y)

dx
où dx = ∑

y D(x, y) est le degré du sommet x.

L’inspiration de la généralisation qui suit nous vient d’électricité, du problème de calculer les
voltages sur un réseau des résisteurs. Considérons un réseau des résisteurs R(x, y), modélisé
par un quadruple G = (V,E,C(., .), ∂) représentant un graph avec sommets V , arretes E,,
des poids C(x, y) = 1

R(x,y) , (les ≪conductances électriques≫) associés aux arretes, et un sous-
ensemble des sommets distingués ∂, où des voltages ou des courants électriques sont imposés.
Les lois bienconnues des courants électriques de Kirkhoff sont l’expression macroscopique de
la marche aléatoire sur le réseau d’un électron, avec des poids C(x, y) associés à chaque
arrete.
Définition 5.2 a) Une marche est appelée réversible s’ il existe un vecteur des poids c(x)
tq la matrice

C(x, y) := c(x)P (x, y)
est symétrique, c.-à-d. tq

c(x)P (x, y) = c(y)P (y, x), ∀x ̸= y.

Ces équations sont appelées équations d’équilibre local. b) Inversement, à chaque ma-
trice C(x, y) symétrique avec des éléments nonegatifs, on peut associer une marche aléatoire
réversible avec probabilités de transition P (x, y) = C(x,y)

cx
, où (forcement) cx = ∑

y C(x, y).

49



Rq : Les marches réversibles seront appelées aussi ≪marches de réseau≫ ou ≪marches
sur un graphe pondéré≫, car les éléments de la matrice symétrique C(x, y) peuvent être
toujours vues comme des conductances d’un réseau électrique, ou comme des poids associés
aux arretes d’un graphe.

Lemme 5.1 La distribution stationnaire d’une marche aléatoire réversible (en particulier
simple) est proportionnelle au poids (degrés) cx des sommets, c.-à-d.

π(x) = cx∑
y cy

.

Dem : On vérifie facilement que le vecteur des probabilités π(x) = cx∑
y

cy
satisfait les

équations d’équilibre local

π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x), ∀x ̸= y (5.1)

qui à leur tour impliquent les équations d’équilibre global par Lemme 5.2. Comme π(x) est
un vecteur des probabilités, il suit qu’il est la distribution invariante.

eqgl Lemme 5.2 Une solution des équations d’équilibre local 5.1 satisfait toujours les équations
d’équilibre global πP = π.

Dem : Rémarquez que les équations d’équilibre local ne tiennent pas compte des boucles ! Ça
suggère de commencer en donnant aussi des équations d’équilibre global sans boucles.
En effet,

πx =
∑

y

π(y)P (y, x)⇐⇒ πx(1− P (x, x)) =
∑
y ̸=x

π(y)P (y, x)

⇐⇒ πx(
∑
y ̸=x

P (x, y)) =
∑
y ̸=x

π(y)P (y, x) (5.2)

Il reste juste à observer qu’ en ajoutant les équations d’équilibre local on obtient la dernière
forme ≪sans boucles≫ des équations d’équilibre global.

Remarque 5.1 Les équations π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x) sont plus simples à résoudre que
les équations d’équilibre global, mais comme typiquement il y a plus d’arretes (pairs) que des
nœuds, elles admettent de solutions seulement dans de cas particuliers.

Exemple 5.1 Pour une marche aléatoire Xt, t = 0, 1, 2, ... sur un graphe formé de
deux tétraèdres superposés, calculer :

1. La distribution stationnaire.
2. L’espérance en partant de U du nombre de pas TO jusqu’au coin opposé O.Indication :

Utiliser la symétrie.
3. L’espérance en sortant de O du nombre de pas T̃O jusqu’au premier retour à O.
4. La probabilité pA = PA{XT = U}, ou T = min[TU , TO].
5. La probabilité pk en partant de O que la marche visite U exactement k fois (k =

0, 1, 2, ...) avant le premier retour à O. Vérifier la somme ∑∞
k=0 pk.

6. Les probabilités stationnaires du chaque nœud. Indication : Devinez la réponse et
montrez qu’elle satisfait le système des équations d’équilibre.
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Exercice 5.1 Calculer la distribution invariante de la marche aléatoire simple, symétrique
sur les entiers {0, 1, ..., B}, ≪réfléchie≫ en 0, B.

Exercice 5.2 Est-ce que la marche simple asymétrique sur {0, 1, ..., n} ≪cyclique≫ (c.-à-d.
avec n + 1 := n,−1 := 0), avec Pi[X(1) = i+ 1] = p, Pi[X(1) = i− 1] = q, est réversible ?
Calculer sa distribution invariante, ainsi que la matrice des conductances C(x, y).

Remarque 5.2 La réversibilité permet d’associer avec la marche un graphe non dirigé avec
des poids C(x, y), qui s’avère utile pour le calcul des fonctions harmoniques.

5.2 Probabilités du bonheur/fonctions harmoniques
Nous considérons ici plus en détail les probabilités du bonheur, et dévoilons leur nom

scientifique. Une fonction sur Zd/Rd est appelée harmonique si la valeur en chaque point x
est égale à la moyenne arithmétique des valeurs des ≪voisins≫. En Rd, par voisins on entend
une sphère arbitraire avec centre x. Ces fonctions apparaissent beaucoup en physique. En
probabilités, les moyennes arithmétiques deviennent des moyennes pondérées.
Définition 5.3 Une fonction/vecteur f : E− > R s’appelle harmonique pour une châıne de
Markov à matrice de transition P s’il s’agit d’un vecteur propre à droite de P , i.e

f(x) =
∑

P (x, y)f(y), ∀x ∈ E

Autrement dit, chaque point x vérifie les valeurs f(y) de ses ≪voisins≫ (définis par P (x, y) >
0, et choisi pour valeur une moyenne pondérée de valeurs voisines. Rq : Le fait que chaque
valeur est une moyenne pondérée des valeurs voisines suggère un algorithme de calcul
intéressant. Il est facile de montrer que :
Lemme 5.3 a) Pour une châıne avec une seule classe de communication (récurrente), les
seules fonctions harmoniques sont les constantes f(x) = a. b) Pour une châıne avec K
classes de communication récurrentes C1, ...CK, et sans états transients (donc forcement
réductible si K > 1), les fonctions harmoniques sont les fonctions escalier ∑K

k=1 ak1Ck
(x).

Ind : a) Une fonction non constante prend des valeurs dans un intervalle [m,M ], où ,M > m.
Mais, l’équation d’équilibre pour un point xM tq f(XM) = M implique ... m = M ! La
situation devient beaucoup plus intéressante dans la présence des états transients (≪subor-
donnés≫) et de plusieurs classes de communication (≪leaders≫).

Exercice 5.3 Étant donné une châıne finie avec deux états absorbants 0, B et le reste des
états transients, obtenez un système et une formule explicite pour le vecteur des probabilités
du bonheur b = (bi = Pi[XT = B], i ∈ T ).

Sol : Soit

P =

 1 0 0
q0 Q qB

0 0 1


où q0, qB sont les vecteurs des probabilités d’adsorption directe en 0 et B (c.-à-d. après un
pas). Soit n le nb des états transients (la taille de Q). On trouve que b = (bi)i∈T satisfait

b = P̃

0
b
1


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où P̃ est la matrice P avec les lignes des états absorbants effacés. En développant, on trouve :

b = Qb + qB ⇐⇒ b = (I −Q)−1qB. (5.3)

Remarques :

1. Le vecteur étendu b̃ =

0
b
1

 est une fonction harmonique/vecteur propre à droite de

P. Comme le système étendu P b̃ = b̃ contient deux équations triviales, notre intéret
est surtout en le vecteur correspondant aux états transients b, donné explicitement en
(5.3).

2. Rémarquez l’apparition en (5.3) de la matrice fondamentale

←−
G := (I −Q)−1.

3. Une généralisation des probabilités du bonheur sont les ”prix finaux espérés” :

fg(x) := Eg(XT), fg : V− > R

où gy, y ∈ ∂ est un ≪prix≫ ou condition frontière donné. On vérifie par CPP (condi-
tionnement sur le premier pas) qu’elles satisfont :

f(x) = g(x), x ∈ ∂, (Gf)x = 0⇐⇒ fx = (Pf)x, x ∈ T := V − ∂

et sont donc aussi des fonctions harmoniques. Ces fonctions harmoniques ≪à condi-
tions frontière données≫ sont en correspondance biunivoques avec les conditions de
frontière g : ∂− > R possibles. Cela rend les fonctions harmoniques sur Zd ou Rd

beaucoup plus simple quand d = 1 et la frontière contient que deux points ! Pour la
marche symétrique par exemple, il s’agit des fonctions linéaires ! Par exemple, avec
p = q = 1/2, g(0) = 3 et g(10) = 53, le pris final espéré est f(x) = 5x+ 3.

5.3 Les espérances des temps d’atteinte, et les problèmes
de Dirichlet nonhomogènes

Exercice 5.4 Montrez que si N est une variable aléatoire sur {0, 1, ..., }, alors

EN =
∞∑

k=1
P [N ≥ k] (5.4)

Verifiez cette formule pour la variable géométrique.

Nous avons déjà vu que le ≪pb du bonheur≫ (ou de Dirichlet) aboutit à un système linéaire.
C’est le cas de tous les pb associés aux processus de Markov, par exemple le pb du temps
d’atteinte/adsorption espéré : étant donnée une châıne finie avec des états absorbants, cal-
culer le vecteur t = (ti = Ei[T ], i ∈ T ), où T est le temps (nb. des pas) espéré jusqu’à
l’adsorption.
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t:Dir1 Théorème 5.1 a) Le vecteur t des espérances des temps d’adsorption à partir des états
transients satisfait le système d’adsorption

t = Qt + 1⇐⇒ G̃t + 1 = 0 (5.5)
ti = 0, ∀i ∈ ∂

où G̃ := Q − I est l’opérateur restreint aux états transients. b) Elles sont données explici-
tement par :

t = (I −Q)−1 1 =
∞∑
k

Qk1.

c) Avec une distribution initiale β, l’espérance t̄ = EβN du temps d’adsorption est :

t̄ = ET = β(I −Q)−11
Remarque 5.3 Remarquez de nouveau l’apparition de la matrice fondamentale

←−
G := (I −Q)−1.

Remarque 5.4 (5.5) est notre premier exemple de ≪système de Dirichlet nonho-
mogène≫ faisant intervenir l’opérateur G̃. Formulé comme ci-dessus, par rapport à G̃, il est
valable aussi en temps continu (et en fait pour tous les processus de Markov). En remplaçant
1 par des fonctions arbitraires, on arrive aux pb. de Dirichlet nonhomogènes.

Démonstration : a) est équivalent au système

ti =
∑
j∈E

Pi,j(tj + 1) =
∑
j∈T

Qi,j(tj + 1) +
∑
j /∈T

P
(T ,∂)
i,j ∗ 1,

obtenu par un conditionnement sur le premier pas. b) La solution du système donné en a)
est : t = 1 +Qt⇐⇒ t = (I −Q)−11.

Remarque 5.5 La matrice G̃ a seulement des valeurs propres avec partie réelle négative,
étant par conséquent inversible.
Remarque 5.6 La formule explicite

t = (I −Q)−1 1 =
[ ∞∑

i=0
(Q)i

]
1

a une interprétation probabiliste importante, analogue à (5.4). Remarquons d’abord la
décomposition en indicateurs

T =
∞∑

k=0
Ik ⇒ ti =

∞∑
k=0

EiIk

où Ik est l’indicateur d’être dans la partie transient au temps k. Remarquons aussi la
décomposition en indicateurs Ik = ∑

j∈T Ik,j, où Ik,j est l’indicateur d’être en position j ∈ T
au temps k. Ces décompositions nous ramènent finalement à

ti =
∞∑

k=0
EiIk =

∞∑
k=0

∑
j∈T

EiIk,j =
∞∑

k=0

∑
j∈T

(Q)k
i,j =

∑
j∈T

(I −Q)−1
i,j =

←−
Gi,j

Les éléments
←−
Gi,j de la matrice fondamentale, appelée aussi fonction de Green (ou potentiel),

fournissent le ≪bilan de la vie≫, c.-à-d. les espérances de l’ensemble des temps passés dans
tous les endroits possibles j, pendant la ≪vie transient≫.
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Remarque 5.7 Comme toujours, le système et la méthode donnée au point a) sont plus
importants que la formule explicite donnée en b) ; en effet, l’inversion des matrices n’est
pas la meilleure solution pour résoudre un système (la réduction à la forme échelon par
exemple est préférable). Aussi, il existe beaucoup de variations de ce problème, ramenant a
une grande diversité des formules explicites, pendant que le principe pour obtenir les systèmes
et toujours le même : conditionnement sur le premier pas. Ce problème fournit donc
une illustration du fait que conceptuellement et numériquement, les systèmes d’équations
sont plus utiles que leurs solutions explicites !

5.4 Temps espérés de retour
Soit

T (x) := inf{t > S(x), Xt = x}

où S(x) := inf{t > 0, Xt ̸= x} le temps de la première visite en x, ≪après avoir été ailleurs≫.
Soit

P =
(
Q qx

sx px

)
où qx, sx, px sont respectivement les vecteurs des probabilités de passage direct en x, de
sortir de x, et d’une boucle en x.

Exercice 5.5 Montrez que le vecteur de probabilités invariantes est proportionnel au vecteur
(sx(I − q)−1, 1 et que

t̃x := ExT
(x) = 1 + sx(I − q)−11 = 1

π(x)

Exercice 5.6 Pour une marche aléatoire Xt, t = 0, 1, 2, ... sur le graphe cubique
ci-dessous, calculer :

O

UB

A

Figure 5.1 – Marche aléatoire simple

1. La probabilité pA = PA{T (U) < T (0)} = PA{XT = U}, ou T = min[T (U), T (O)].
Indication : Utiliser la symétrie.

2. Comparer le résultat avec le potentiel électrique obtenu en 1 si les entiers sont connectés
par des résistances unitaires, et une tension égale à 1 est appliquée entre 0 et B.

3. L’espérance du nombre de pas T = min[T (O), T (U)].
4. Les probabilités stationnaires du chaque nœud.
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5. L’espérance en sortant de U du nombre de pas TO jusqu’au nœud O.
6. L’espérance en sortant de O du nombre de pas T̃O jusqu’au premier retour à O.
7. La probabilité pk en partant de O que la marche visite U exactement k fois (k =

0, 1, 2, ...) avant le premier retour à O. Vérifier la somme ∑∞
k=0 pk.

R : X(t) représente une marche aléatoire simple sur le cube [0, 1]3, 0⃗ est l’origine (0, 0, 0),
le coin opposé (1, 1, 1) est noté par u. On remarque dans toutes les questions les voisins de
l’origine ont un rôle symétrique et cela nous permet de le noter par la même lettre a =
(0, 0, 1), .... . De la même manière on appelle les voisins de u par b = (0, 1, 1), ....

1. Pa[X(T ) = u], s’obtient de la solution du système
{
pa = 2

3pb + 1
3p0 = 2

3pb

pb = 2
3pa + 1

3pu = 2
3pa + 1

3

qui donne pb = 3
5 , pa = 2

5 .

2. Même système !
3. ta, tb sont la solution du système{

ta = 2
3(1 + tb) + 1

3(1 + t0) = 2
3tb + 1

tb = 2
3(1 + ta) + 1

3(1 + tu) = 2
3ta + 1

qui donne tb = ta = 3. Remarquez la similarité entre les deux systèmes.
4. π = (1/8, 1/8, ..., 1/8).
5. Pour trouver tu = Eu[T0], on résout le système :

tu = 1 + tb

tb = 1 + 2
3
ta + 1

3
tu

ta = 1 + 2
3
tb

dont la solution est ta = 7, tb = 9, tu = 10.
6. E0[T̄0] où T̄0 représente le temps espéré jusqu’à la prochâıne visite de 0 en commençant

de 0, est donné par 1 + ta = 1 + 7 = 8. A remarquer que c’est exactement l’inverse
de la probabilité ≪de long parcours≫ d’être à 0,ce qui est un résultat bien connu sur les
temps de retour espérés.

7. Soit pk la probabilité d’avoir exactement k visites à U = (1, 1, 1) avant de retourner
à 0. Alors p0 c’est le même que la probabilité commençant en A que la marche re-
vient à 0 avant de visiter (1, 1, 1), qui est 3

5 . Pour k = 1 visites, ≪le chemin≫ observé
seulement en O, l’état Après B et U≫ est A,U,B,0. Donc, p1 = PA[U,B, 0] = (2

5)2,

p2 = PA[U,B, U,B, 0] = (2
5)2(3

5), et en général pk = 3
5pk−1 = (2

5)2(3
5)k−1, k ≥ 2. La

distribution pour k ≥ 1 est géométrique (vérifier que ∑∞
k=1 pk = 2

5 , comme il faut).

5.5 Fonction de Green : le bilan de la vie
La fonction

←−
Gi,j appelée fonction de Green (ou potentiel), fournit le ≪bilan≫ des temps

passés dans tous les endroits possibles j, à partir de i,, pendant la ≪vie transitoire≫.
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O U

A

B

C

Figure 5.2 – Marche aléatoire simple sur le graphe papillon

Exercice 5.7 Un spéolog est perdu dans une grotte, les chemins de laquelle forment le graphe
papillon ci-dessous. Il se trouve à présent dans le point A, et à cause du manque de visibilité,
est obligé a faire une marche aléatoire entre les sommets du papillon. A) Calculer les
probabilités stationnaires de chaque nœud, et l’espérance en sortant de O du nombre de pas
ÑO jusqu’au premier retour à O. B) Supposons que cette marche finira en U avec la liberté
(sortie de la grotte) ou en O avec la mort. Calculer :

1. la probabilité de survie du spéolog pA = PA{XN = U} = PA{NU < N0}, où N =
min[NU , NO].

2. Les probabilités transientes Q2, Q3, Qn.
3. La fonction géńératrice (I−xQ)−1, la matrice fondamentale et le nb. espéré des visites

en B,A et C, à partir de B.
4. L’espérance nA = EA[N ]. Indication : Utiliser la symétrie.

Solution B) : 1) En résolvant le système d’adsorption pour pA, pB, pC , on trouve pA =
3/4, pB = 1/2, pC = 1/4 2) Calculons la puissance n de la matrice Q correspondante auc
états transients B (centre), A,C. Le polynôme caractéristique est −λ3 +λ/4 = −λ

4 (4λ2−1),
avec racines λ0 = 0, λ1,2 = ±1/2). Par Cayley-Hamilton,

Q2 =


1
4 0 0
0 1

8
1
8

0 1
8

1
8

 , Q3 = Q/4 =

 0 1
16

1
16

1
8 0 0
1
8 0 0

 , Q4 = Q2/4 =


1
16 0 0
0 1

32
1
32

0 1
32

1
32

 , ...

Qk =


2−k−1

(
1 + (−1)k

)
−2−k−2

(
−1 + (−1)k

)
−2−k−2

(
−1 + (−1)k

)
−2−k−1

(
−1 + (−1)k

)
2−k−2

(
1 + (−1)k

)
2−k−2

(
1 + (−1)k

)
−2−k−1

(
−1 + (−1)k

)
2−k−2

(
1 + (−1)k

)
2−k−2

(
1 + (−1)k

)


3) La fonction génératrice est

(I − xQ)−1 =



1
1− x2

4

x

4
(

1− x2
4

) x

4
(

1− x2
4

)
x

2
(

1− x2
4

) 1− x2
8

1− x2
4

x2

8
(

1− x2
4

)
x

2
(

1− x2
4

) x2

8
(

1− x2
4

) 1− x2
8

1− x2
4


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la matrice fondamentale est :

(I −Q)−1 =


4
3

1
3

1
3

2
3

7
6

1
6

2
3

1
6

7
6


Les nb. espéré des visites en B,A et C, à partir de B se trouvent dans la première ligne.

Exercice 5.8 Calculer Q2, Q3, Qn et (I −Q)−1 pour Q =

1/2 1/4 1/4
1/2 0 0
1/2 0 0

.

R : Le polynôme caractéristique est −λ3 + λ2/2 + λ/4 = −λ
4 (4λ2 − 2λ − 1), avec racines

λ0 = 0, λ1,2 = (1 ±
√

5)/4). Par Cayley-Hamilton, Q3 = Q2/2 + Q/4. La solution la plus
simple est par la décomposition spectrale. Une autre est de chercher des scalaires tq Qn =
anQ

2 + bnQ. On trouve an = an−1/2 + bn−1, bn = an−1/4 et

Qn = anQ
2 + bnQ,n ≥ 2

où an = an−1/2 + an−2/4, a1 = 0, a2 = 1, an = λn−1
1 −λn−1

2
λ1−λ2

, et finalement

Qk =

Ak Bk/2 Bk/2
Bk Ck Ck

Bk Ck Ck

 =


λk+1

1 −λk+1
2

λ1−λ2

λk
1−λk

2
4(λ1−λ2)

λk
1−λk

2
4(λ1−λ2)

λk
1−λk

2
2(λ1−λ2)

λ1λk
2+(−λ2)λk

1
2(λ1−λ2)

λ1λk
2+(−λ2)λk

1
2(λ1−λ2)

λk
1−λk

2
2(λ1−λ2)

λ1λk
2+(−λ2)λk

1
2(λ1−λ2)

λ1λk
2+(−λ2)λk

1
2(λ1−λ2)


3) Les formules pour les probabilités transientes sont assez compliquées ; plus convenables
sont les formules des fonctions géńératrices (I − xQ)−1, qui généralisent la matrice
fondamentale (I−Q)−1. En généralisant encore, remplaçons la première ligne par (z, z1, z2) :

(I − xQ)−1 = I + xQ+ x2Q2 + ... =

1
− z1x2

2 − z2x2
2 −zx+1

xz1

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
xz2

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1

x

2
(

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
) − z2x2

2 −zx+1

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
x2z2

2
(

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
)

x

2
(

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
) x2z1

2
(

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1
) − z1x2

2 −zx+1

− z1x2
2 − z2x2

2 −zx+1


={z1=z2=1/4,z=1/2}



1
− x2

4 − x
2 +1

x

4
[

− x2
4 − x

2 +1
] x

4
[

− x2
4 − x

2 +1
]

x

2
[

− x2
4 − x

2 +1
] − x2

8 − x
2 +1

− x2
4 − x

2 +1
x2

8
[

− x2
4 − x

2 +1
]

x

2
[

− x2
4 − x

2 +1
] x2

8
[

− x2
4 − x

2 +1
] − x2

8 − x
2 +1

− x2
4 − x

2 +1


={x=1}

 4 1 1
2 3

2
1
2

2 1
2

3
2



Une expansion en séries de puissances en x fournit les probabilités transientes
x5

4 + 5x4

16 + 3x3

8 + x2

2 + x
2 + 1 5x5

64 + 3x4

32 + x3

8 + x2

8 + x
4

5x5

64 + 3x4

32 + x3

8 + x2

8 + x
4

5x5

32 + 3x4

16 + x3

4 + x2

4 + x
2

3x5

64 + x4

16 + x3

16 + x2

8 + 1 3x5

64 + x4

16 + x3

16 + x2

8
5x5

32 + 3x4

16 + x3

4 + x2

4 + x
2

3x5

64 + x4

16 + x3

16 + x2

8
3x5

64 + x4

16 + x3

16 + x2

8 + 1


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La généralisation (sans peine) peut fournir le nb. espéré des boucles en 1, et les nb. espérés
des passages 1− > 2 et 1− > 3 (en dérivant par rapport à la ≪variable de bilan≫ associée et
en la faisant ensuite 1).
Exercice 5.9 Supposons que les chemins menant à U dans la grotte du speologue prennent
deux heures, ceux menant à O trois heures, et les autres 5 heures.

1. Calculer l’espérance du temps T qu’il reste a passer dans la grotte.
2. La grotte contient aussi un génie, qui frappe le spéolog des nb. aléatoires, ayant une

distribution de Poisson des coups, avec espérance 3 sur les chemins menant à U , 5
pour ceux menant à O, et 2 pour les autres chemins. Calculez l’espérance du nombre
des coups que le spéolog prendra dans la grotte.

3. (*) Calculez la variance et la distribution du nombre des coups que le spéolog prendra
dans la grotte.

4. Étant donnée une marche pondérée sur un graphe, avec des états absorbants, et des
temps derministes Ti,j pour traverser l’arrete (i, j), calculer le vecteur T = (ti =
Ei[T ], i ∈ T ).

R : 4. T = (I − Q)−1Q ×H T̃ où T̃ est la matrice des temps T̃i,j pour traverser de i à j et
×H dénote le produit composante par composante. �.
Exercice 5.10 Un spéolog est obligé a faire une marche aléatoire entre les sommets d’un
triangle {1, 2, 3}, avec toutes les chemins ayant des chances égales d’etre prises. Il y a deux
chemins entre 1, 2, deux chemins entre 1, 3, et 1 chemin entre 2, 3. Il y a aussi deux chemins
boucles (partant et finissant) en 2, deux chemins boucles en 3, et six chemins boucles en 1.
Calculer

1. La matrice de transition P de la marche et ses valeurs propres
2. les probabilités stationnaires de chaque nœud
3. La matrice symétrique π(i)P (i, j).
4. La matrice de transition P n

5. La fonction géńératrice (I − xP )−1 et
6. l’espérance en sortant de 3 du nombre de pas Ñ3 jusqu’au premier retour à 3.

R : 1) 
3
5

1
5

1
5

2
5

2
5

1
5

2
5

1
5

2
5


Le polynôme caractéristique est

−x3 + 7x2

5
− 11x

25
+ 1

25
= −x− 1

25
(5x− 1)2,

avec valeurs propres 1,−1/5,−1/5. 4) La solution la plus simple est par la décomposition
spectrale. Une autre est de chercher des scalaires

P n = anP
2 + bnP + cnI

où an = ..., bn = .., cn = ..., et l’initialisation vient de Cayley-Hamilton P 3 = 7
5P

2− 11
25P+ 1

25I.
Finalement, 

1
2 + 5−k

2
1
4 −

5−k

4
1
4 −

5−k

4
1
2 −

5−k

2
1
4 + 35−k

4
1
4 −

5−k

4
1
2 −

5−k

2
1
4 −

5−k

4
1
4 + 35−k

4


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Exercice 5.11 Un message électronique doit etre transmis par l’utilisateur d’une machine A
vers l’utilisateur d’une machine C. Ce transfert s’effectue par l’intermédiaire d’une machine
B. Mais Mickey Markov est administrateur du réseau et il y a parfois des messages perdus
ou détruits. On suppose que – le transfert de A vers B est effectif avec la probabilité p et
échoue avec la probabilit é 1 - p. En cas d’échec, le message est retourné à l’utilisateur A ; – le
transfert de B vers C est effectif avec la probabilité q et échoue avec la probabilit é 1 - q. En cas
d’échec, le message est à nouveau retourné à l’utilisateur A ; – en cas d’échec, A renouvelle
l’envoi du message ; – tous les transferts sont indépendants entre eux. On note Xn, n ≥ 0 la
succession des machines sur lesquelles le message transite. a) Démontrer que Xn, n ≥ 0 est
une châıne de Markov homogène d’espace d’états A,B,C, de condition initiale X0 = A, dont
on écrira le matrice de transition P. b) On s’intéresse au nombre N de transitions nécessaires
pour que le message atteigne son destinataire : N = infn ≥ 1, Xn = C. 1) Démontrer que,
pour tout entier n, P (N ≤ n) = pAC(n), où pAC(n) est le coefficient correspondant à la ligne
A et à la colonne C de la matrice P n, puissance n de P. 2) En utilisant l’identité P n+1 = PP n

, démontrer la relation suivante : pAC(n + 1) = (1 − p)pAC(n) + p(1 − q)pAC(n − 1) + pq
. 3) Existe-t-il une suite constante solution particulière de l’équation de récurrence un+1 =
(1− p)un + p(1− q)un−1 + pq 4) Que valent pAC(0) et pAC(1) ? – On suppose maintenant p
= q = 1/ 2 . Pour tout n ≥ 0, on pose vn = un−1. Quelle est la forme générale de la solution
de l’équation de récurrence satisfaite par la suite vn, n ≥ 0 ? 5) En déduire P (N ≤ n) pour
tout n 2 IN. 6) Calculer E[N].

5.6 Les fonctions harmoniques des marches aléatoires
sur un réseau (*)

Exercice 5.12 Quelle est la fonction harmonique de la marche aléatoire simple non symétrique
sur les entiers {0, 1, ..., B}, arretée en 0, B ?

Rq : La simplicité du graphe ≪série≫ de cette marche permet un calcul explicite. Q : Est-ce
des formules en termes de la structure du graphe sont aussi disponibles pour les fonctions
harmoniques des marches aléatoires sur des graphes pondérés, avec des structures plus com-
pliquées ? Cette question a été beaucoup étudiée en électricité, en commençant avec Kirch-
hoff. Pour chaque x ∈ T = V − ∂, soient V (x), les potentiels induits dans les nœuds du
réseau. Alors, la loi des courants de Kirchhoff affirme que

∑
y

V (y)− V (x)
R(x, y)

= 0, ∀x ∈ T

Il est alors facile de vérifier que les potentiels sont une fonction harmonique pour la matrice
stochastique P (x, y) = C(x,y)

cx
. L’unicité des fonctions harmoniques ( !) nous assure qu’en

fait les deux concepts cöıncident ! La simplication principale apportée par l’approche de
Kirchhoff vient du concept de résistance équivalente (l’idée étant de remplacer un réseau des
résisteurs par un seul résisteur), qui est particulièrement facile à calculer pour les réseaux
séries-parallèle.

Exercice 5.13 Recalculer la fonction harmonique de la marche aléatoire simple non symétrique
sur les entiers {0, 1, ..., B}, arretée en 0, B, à partir des lois de Kirchhoff.

Il est aussi possible de transformer une étoile à résistances A,B,C dans un triangle à
résistances x = A+B + AB

C
, .... La transformation inverse est A = yz

x+y+z
, ...
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Exercice 5.14 Calculer la fonction harmonique de la marche aléatoire simple ≪avec deux
bonheurs à la fin≫ {0, 1, 2, B1, B2}, et des exemples de fig II.3, II.5 de Bollobas.

Finalement, une formule très intéressante nous fournit la probabilité d’arriver dans un en-
semble d’états de bonheur {B}, avant de revenir dans un état de départ a :

P [a− > {B}] := Pa[τ{B} < τ+
a ] = 1

daR(a↔ {B})

où R(a↔ {B}) dénote la résistance équivalente.

Exercice 5.15 Calculer la probabilité du ≪bonheur avant retour≫ pour les marches aléatoires
simples des exemples 2.5,2.6, 2.7 de Lyons et Peres.

Rq : Il y a plusieurs résultats plutôt subtils concernant l’ergodicité des châınes à espace
d’états dénombrable, où le concept de résistance équivalente s’est avéré utile ; par exemple,
les marches simples sur Zd sont récurrents ssi d ≤ 2. En conclusion, les méthodes développent
par les physiciens pour calculer des potentiels en utilisant les transformations séries/parallèle
et ≪etoile triangle≫ pourront nous servir en probabilités pour calculer les probabilités du
bonheur et les fonctions harmoniques.

5.7 Exercices
1. Rélations de récurrence. Obtenez la formule analytique des suites décrites par les

relations de récurrence ci-dessous, et vérifiez-les en utilisant les premiers termes de la
suite t2, t3.
(a) ti = 2ti−1 + i− 1, t0 = 0 (b) ti = 2ti−1 + 5 · 2i, t0 = 0
(c) ti = 3ti−1 − 2ti−2 + 2, t0 = 0, t1 = 2 (d) ti = 2ti−1 − ti−2 + 2, t0 = 0, t1 = 2

2. Calculer les probabilités de ≪bonheur≫ pour une marche sur [0, B], avec a)
{
p−2 = 2

5 , p−1 = 1
5 , p1 = 2

5

}
b)
{
p−1 = 8

10 , p1 = 1
10 , p2 = 1

10

}
c)
{
p−1 = 6

7 , p1 = 0, p2 = 1
7

}
3. Une particule décrit une marche aléatoire sur E = {1, 2, ..., 2n− 1} : si la particule est

en i < n, alors elle se déplace en j = i+ 1, et si la particule est en i > n, alors elle se
déplace en j = i− 1 ; si la particule est en i = n, alors elle se déplace en une position
j choisie avec probabilités égales parmi les éléments de E différentes de n. La position
Xk au temps k constitue une châıne de Markov.
(a) Donner la matrice de transition.
(b) Déterminer la loi invariante de la châıne.
(c) Calculer la position moyenne de la particule en régime stationnaire.
(d) Calculer l’espérance du temps de retour en n d’une particule qui part de n.
(e) Rajouter maintenant deux états absorbants 0 et 2n, et supposer que si la particule

est en i = n, alors elle se déplace en 0 avec probabilité a, en 2n avec probabilité b,
et avec probabilité 1− a− b ≥ 0 à une position j choisie avec probabilités égales
parmi les autres éléments de E, différents de n.

i. Déterminer les lois stationnaires de la châıne.
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ii. Calculer l’espérance du temps T = min[T (0), T (2n)].
iii. Calculer les probabilités de ruine ψ(k) = Pk[T (0) < T (2n)].

4. La marche paresseuse : Soit Xn = X0 + Z1 + Z2 + · · · + Zn une marche aléatoire
sur Z, avec (Zn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de même loi
P [Zn = ±1] =p/q et P [Zn = 0] =1- p-q, avec 0 < p+q < 1. Pour tout x de N, on note
par Ex l’espérance en commençant de x (conditionnant sur X0 = x). Nous arretons
le processus au temps d’arrêt T auquel le processus sort de l’intervalle [0, K] pour
0 < K donnés. Obtenez l’équation de récurrence et les conditions frontière satisfaites
par px = Px{XT = K}, fx = ExXT, tx = ExT, cx = Ex[∑T

0 X(t)] et wx = ExaT.
Résolvez les équations de récurrence qui en résultent pour a) px, b) fx, c) tx, d) cx et
e) wx, quand p = q < 1/2.

5. a) Quelle est la probabilité que la marche aléatoire simple soit de retour en 0 après 2n
pas ? b) Approximer cette quantité par la formule de Stirling limn→∞

n!
(n/e)n

√
n

=
√

2π.
c) (*) Démontrez la formule de Stirling.

6. (*) Marc et un groupe de n − 1 amis jouent un jeu. Chacun met un euro, et ensuite
lance une monnaie biaisée, avec une probabilité de sortir ≪face≫ égale à p. La totalité
de l’argent est partagée également entre ceux qui ont obtenu face (s’il n’y a aucune,
l’argent est donné à une œuvre charitaire), et les piles perdent leur argent. a) Quelle
est l’espérance du capital de Marc, après un tour ? b) (*) Quelle est l’espérance du
capital après un tour pour un joueur choisi aléatoirement ?

Solutions :
1. (a) C’est une équation nonhomogene, alors nous aurions :

ti = t̃i + A2i, t̃i = c1i+ c2 avec c1i+ c2 = 2(c1i− c1 + c2) + i− 1

et alors c1 = 2c1 + 1 et c1 = −1
c2 = −2c1 + 2c2 − 1 et c2 = 2c1 + 1 = −1
t̃i = −i− 1 Finalement,
t0 = = 0 = −1 + A et A = 1
ti = −i− 1 + 2i

(b) C’est une équation nonhomogène, alors :

ti = t̃i + A2i, t̃i = ci2i avec ci2i = 2(c(i− 1)2i/2) + 52i

et alors c = 5, ti = 5i2i + A2i et finalement,
t0 = = 0 = A et A = 0
ti = 5i2i

(c) C’est une équation différentielle nonhomogène et l’équation quadratique attachée
a les racines 1, 2, alors nous aurions :

ti = t̃i + A12i + A2, t̃i = ci avec ci = 3(ci− c)− 2(ci− 2c) + 2
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et alors c = −2 et c2 = 2c1 + 1 = −1
t̃i = −i− 1 Finalement,
t0 = = 0 = −1 + A et A = 1
ti = −i− 1 + 2i

(d) C’est une équation différentielle nonhomogène avec des racines confondues égales
a 1 de l’équation quadratique attachée, alors nous aurions :

ti = t̃i + A1 + A2i, t̃i = c1i+ c2 avec c1i+ c2 = 2(c1i− c1 + c2) + i− 1

et alors c1 = 2c1 + 1 et c1 = −1
c2 = −2c1 + 2c2 − 1 et c2 = 2c1 + 1 = −1
t̃i = −i− 1 Finalement,
t0 = = 0 = −1 + A et A = 1
ti = −i− 1 + 2i

2.
3. (a) La matrice de transition est :

P =



0 1 0 ... 0 0 0
0 0 1 0 ... 0 0
0 0 0 1 0 ... 0
1

2n−2
1

2n−2 ... 0 ... 1
2n−2

1
2n−2

... 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 ... 0 1 0


(b) πk = k

2(n−1)πn, ∀k < n et la symétrie πk = π2n−k impliquent πn(1 + (n−1)n
2(n−1) ) =

πn(1 + n
2 ) = 1 et πn = 2

2+n
, πk = k

(n+2)(n−1)

(c) ES[Xn] = n

(d) tn = 1
πn

2+n
2

4. (a) Soit (Gf)x = p (fx+1 − fx) + q (fx−1 − fx) (formellement, la même expression
comme dans le cas ≪non paresseux≫, sauf que maintenant p + q < 1. Les équations
sont respectivement :

(Gp)x = 0, pK = 1, p0 = 0
(Gf)x = 0, fK = K, f0 = 0

(Gt)x + 1 = 0, tK = 0, t0 = 0
(Gc)x + x = 0, cK = 0, c0 = 0

(Gw)x = (a−1 − 1)wx, wK = 1, w0 = 1

Ce sont exactement les mêmes équations comme pour une marche non paresseuse,
sauf que l’opérateur est différent.
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[b ] Pour px et fx on obtient donc les mêmes équations comme pour une marche
symétrique avec p = 1/2, par exemple :

2ppx = ppx+1 + ppx−1 for any 1 ≤ x ≤ K − 1
pK = 1, p0 = 00

et donc les mêmes réponses px = x
K
, fx = x Pour tx = Ex[T ] [temps de sortie

espéré] on trouve :

tx = tx+1

2
+ tx−1

2
+ 1

2p
for any 1 ≤ x ≤ K − 1

tK = 0, t0 = 0

avec solution tx = x(K−x)
2p

.

Remarque : Le fait que les équations sont identiques pour ces deux marches [pares-
seuse et non-paresseuse] n’est pas une cöıncidence. En fait, il s’avère que les réponses
obtenues sont les mêmes por n’importe quel processus Markovien homogène, si on
défini l’opérateur de la façon juste. Donc, la réponse pour tous les problèmes concer-
nant espérances variable aléatoire impliquer un seul opérateur G [seulement les condi-
tions frontière et la partie non homogène changent d’un problème à l’autre]- en fait, la
famille des processus aléatoires Markoviens est isomorphe à une famille d’opérateurs
déterministes. En plus, la structure des réponses en fonction de G est la même pour tous
les processus aléatoires Markoviens, malgré leur diversité ; c’est un fait remarquable,
qui démontre la puissance de ce concept.

5.
6. a) X, le nombre total des faces a une distribution binomiale B(n, p). Il y a deux

possibilités : - que Marc tire une pile et perd, dans quel cas son gain sera 0, et qu’il
tire une face, dans quel cas le gain sera Y = n

1+X′ où X ′ a une distribution binomiale
B(n, p). Donc, l’espérance du gain est

Y = pE
n

1 +X ′ = p
n−1∑
k=0

n

1 + k
Ck

n−1p
kqn−1−k = p

n−1∑
k=0

n

1 + k

(n− 1)!
k!(n− k − 1)!

pkqn−1−k

=
n−1∑
k=0

n

1 + k

n!
(k + 1)!(n− k − 1)!

pk+1qn−1−k =
n∑

j=1
Cj

np
jqn−j = 1− qn

b) Le gain espéré d’un ≪joueur aléatoire≫ Y = Y (X) est 0 si X = 0, a.p. qn. Au
cas contraire, le ≪joueur aléatoire≫ est gagnant avec probabilité X

n
et perdant avec

probabilité 1−X
n

. Le gain espéré est toujours (1−qn)E[X
n

n
X

] = (1−qn). Finalement, cet
exercice suggère la question générale du calcul des ≪sommes binomiales≫, par exemple

Sn =
n−1∑
i=0

1
(i+ 1)2C

i
n−1x

i =
n−1∑
i=0

1
(i+ 1)2C

i
n−1x

i

où x = p
q
. Parfois, ces sommes peuvent être déduites à partir de l’identité (1 + x)m =∑m

i=0 C
i
mx

i en dérivant ou en intégrant. Mais, le procès d’intégration n’aboutit pas
toujours à des sommes closes. Une somme Sn = ∑n

1 fn est une solution d’une relation
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de récurrence de premier ordre Sn − Sn−1 = fn et donc la question de l’existence
des formules closes pour fn polynômes ou fonctions rationnelles est un cas particulier
de la question de l’existence des formules closes pour les récurrences avec coefficients
polynomiaux. Cette question est assez difficile, et le plus efficace est d’utiliser un logiciel
symbolique. Ceux-ci nous informent s’il y a des formules closes, par exemple dans la
famille relativement simple des solutions ≪d’Alembertiennes≫, ou si non.

5.8 Exercices d’entrainement
1. L’espace des états d’une châıne est S = 1, 2, 3, 4, 5, 6 et la matrice de transition est

P =



0 1
4

1
2

1
4 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0 1

3 0 2
3 0

0 0 0 0 0 1
0 0 1

4 0 3
4 0

1
4 0 0 0 3

4 0


(a) Dessinez le graphe de communication et identifiez les classes de la châıne. Classifier

les classes en récurrents et transientes. Y’ a-t-il des classes périodiques ?
(b) Trouvez la distribution stationnaire des classes récurrentes.
(c) Trouvez la limite quand n→ inf de la matrice de transition après n étapes

P n

2. L’espace des états d’une chaine est S = 1, 2, 3, 4, 5, 6 et la matrice de transition est

P =



0 1
3

1
6

1
3

1
6 0

0 1 0 0 0 0
0 0 1− a 0 a 0
0 1

2 0 0 0 1
2

0 0 b 0 1− b 0
1 0 0 0 0 0


(a) Dessinez le graphe de communication et identifiez les classes de la chaine. Classifier

les classes en récurrents et transientes.
(b) Trouvez la distribution stationnaire des classes récurrentes.
(c) Trouvez la limite quand n→∞ de la matrice de transition après n étapes P n

Sol :
(a,b) Les classes récurrentes sont 2 et 3,5.

c) Pour obtenir la limite, on a juste besoin des probabilités d’absorption dans la
classe 2, qui satisfont :

y4 = 1
2
y6 + 1

2
, y6 = y1, y1 = 1

3
y4 + 1

3
=⇒ y1 = 3

5
= y6, y4 = 4

5
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0

1

2 3

45

(A) (B)

1

2 3

45

0

3. considérer une particule effectuant une marche aléatoire simple Xt, t = 0, 1, 2, ...
sur le graphe (A) ci-dessous : c.-à-d. à chaque moment t = 1, 2, ..., la particule se
déplace vers l’un de ses voisins sur le graphe à sa position actuelle, avec la même
probabilité pour chaque choix.
(a) Calculer :

i. Les probabilités stationnaires de chaque nœud.
ii. L’espérance en sortant de 1 du nombre de pas T0 jusq’au nœud 0. Indication :

Utiliser la symétrie.
iii. L’espérance en sortant de 0 du nombre de pas T̃0 jusq’au premier retour en

0.
(b) i. La probabilité x2 = P2{XT = 1}, où T = min[T1, T0].

ii. Les probabilités pk en partant de 2 que la marche visite 1 exactement k fois
(k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour en 0.

iii. Les probabilités pk en partant de 5 que la marche visite 1 exactement k fois
(k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour en 0. Vérifier la somme ∑∞

k=0 pk.
iv. Les probabilités pk en partant de 1 que la marche visite 0 exactement k fois

(k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour en 1.
(c) À un moment donné, le passage sur certaines arretes du graphe devient impossible,

ou possible seulement dans une direction, comme indiquée par des flèches dans
le graphe (B). La particule continue de choisir des destinations suivant le graphe
initial (A) comme dans la question précédente, mais les choix qui ne sont plus
disponibles résultent cette fois dans un pas annulé, donc sur place.

i. Donnez la matrice de transition de la marche.
ii. Identifiez les classes de la châıne, et classifiez les en récurrentes et transitoires.
iii. Trouvez la distribution stationnaire de chaque classe récurrente.
iv. Est-ce que la limite quand n→∞ de la matrice de transition après n étapes

P n existe ?
v. Le cas échéant, trouvez-la.
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4. Une particule décrit une marche aléatoire sur E = {1, 2, ..., 2n− 1} : si la particule est
en i < n, alors elle se déplace en j = i+ 1, et si la particule est en i > n, alors elle se
déplace en j = i− 1 ; si la particule est en i = n, alors elle se déplace en une position
j choisie avec probabilités égales parmi les éléments de E différentes de n. La position
Xk au temps k constitue une châıne de Markov.
(a) Donner la matrice de transition.
(b) Déterminer la loi stationnaire (invariante) de la châıne.
(c) Calculer la position moyenne de la particule en régime stationnaire.
(d) Calculer l’espérance du temps de retour d’une particule qui part de n.

5. Soit Xt une châıne de Markov représentant le nombre de clients en attente dans
un arrêt de bus, dans lequel à chaque instant t = 1, 2, .. (en temps discret !) une
seule personne arrive (ou pas) avec probabilité p < 1, et en suite le bus arrive (ou
pas) avec probabilité q < 1, et prend tous les voyageurs (le dernier arrivé inclu). a)
Dessinez le graph de transitions de ce processus, en indiquant les probabilités λ et
µ pour que le nombre de voyageurs augmente et diminue respectivement, ainsi que la
probabilité z pour que ce nombre reste inchangé. Donnez la matrice des probabilités de
transition pour la châıne Xt. b) Calculez la distribution stationnaire de Xt. c) Calculez,
en utilisant un système de conditionnement, l’espérance en sortant de 0 du nombre des
pas T̃0 jusqu’au premier retour en 0. d) Reprenez les questions précédentes pour une file
d’attente M(λ)/M(µ)/1, dans laquelle le serveur sert chaque fois simultanément
tous les clients qu’il trouve en attente dans le tampon (arrivés dans la file après le
début de son dernier service). Plus précisément, donnez la matrice génératrice pour le
processus Xt. Indiquer les valeurs des probabilités λ̃ et µ̃ pour que le nombre de clients
augmente/diminue, au moment du premier saut à partir d’un état n ≥ 0. Reprenez
ensuite les questions b), c).

6. Marche réversible ?
(a) Considérez une châıne de Markov sur {1, 2, 3} avec matrice des transitions

P =

 0 1/6 5/6
6/7 0 1/7

30/31 1/31 0


Combien d’équations d’équilibre détaillé

πiP (i, j) = πjP (j, i), avec i ̸= j, P (i, j) ̸= 0, et P (j, i) ̸= 0)

y a t’il ? Est-ce qu’ils admettent des solutions strictement positives ? Le cas
échéant, trouvez la distribution stationnaire. (*) Est-ce que les équations d’équilibre
détaillé continueront à admettre des solutions (strictement positives), si on modifie
une des lignes de la matrice des transitions, en laissant les deux autres inchangées ?

7. Soit Xn une châıne de Markov sur {0, 1, 2, ..., B}, B ∈ N, avec :

P (i, i+ 1) = p, ∀i ∈ {0, 1, 2, ..., B − 1}
P (i, i− 1) = q, ∀i ∈ {1, 2, ..., B − 1, B}
P (i, i) = 1− p− q, ∀i ∈ {1, 2, ..., B − 1}

P (0, 0) = q, P (B,B) = p, et P (i, j) = 0 outremment
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(on suppose 0 < p, q et p+ q < 1).
(a) Combien d’équations d’équilibre détaillé y a t’il ? Est-ce qu’ils admettent des so-

lutions strictement positives ? le cas échéant, trouvez la distribution stationnaire.
(b) Calculer l’espérance en sortant de 1 du nombre de pas T0 jusq’au nœud 0.
(c) Calculer l’espérance en sortant de 0 du nombre de pas T̃0 jusq’au premier retour

en 0.
(d) (*) Est-ce que les équations d’équilibre détaillé continueront à admettre des solu-

tions (strictement positives), si on modifie les valeurs p, q à pi > 0, qi > 0, pi +qi <
1, ∀i ∈ {0, 1, 2, ..., B} (en gardant exactement le même graphe des transitions avec
probabilités non nulles) ?

5.9 Solutions
1. a) Les classes récurrentes sont 2 et 3,5. La classe transiente 1,4,6 est périodique de

période 3 (par exemple en regardant le graph, ou en remarquant que les puissances de P
projeté sur 1,4,6 ont la même structure des elts nonnuls. Algébriquement, on peut aussi
calculer les valeurs propres, c.-à-d. les racines du pol char : (1−x)2(1−12x)(1−16x3).
Les trois racines li = 1/2 ∗ (1/2)1/3, i = 1, 2, 3 exhibent une périodicité de degré 3,
≪diminuant vers 0≫ [en fait, la réponse dépend de la définition, car souvent on n’inclut
pas ce genre de périodicité dans les classes transientes]. c) Pour obtenir la limite, on a
juste besoin des probabilités d’adsorption dans la classe 2, qui satisfont :

y4 = y6, y6 = 1/4y1, y1 = 1/4 + 1/4y6 = 1/4 + 1/16y1 =⇒ y1 = 4/15, y4 = y6 = 1/15

ou des probabilités d’adsorption dans la classe 3,5 :

x4 = x6, x1 = 1/2+1/4x6, x6 = 3/4+1/4x1 = 3/4+1/8+1/16x6 =⇒ x1 = 11/15, x4 = x6 = 14/15

2. (a) i. πi sont proportionnels aux degrés di des sommets. En divisant par la somme
D = 2 + 4 ∗ 3 + 3 ∗ 2 = 20, on trouve πi = di∑

j
dj

, donnant (π1 = 2/20 =
1
10 , π2 = π3 = π0 = 4/20 = 1

5 , π4 = π5 = 3
20)

ii. Soit
ti = Ei T0 = Ei[ nombre espéré de pas jusq’au noeud 0].

Rq : Pour cette question, le nœud 0 est effectivement absorbant. La symétrie
implique t2 = t3, t5 = t4, donc trois équations suffiront (au lieu de 5). En
conditionnant sur le premier pas, on trouve que ti satisfont :

t1 = 1 + t2

t2 = 1 + 1
4
t1 + 1

4
t2 + 1

4
t5

t5 = 1 + 1
3
t5 + 1

3
t2

Rq : C’est la structure typique Gt + 1 = 0 pour les pbs de temps espéré. ça
donne : t5 = 11

3 , t2 = 13
3 , t1 = 16

3
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iii. ET̃0 = 1+ 1
4(t2 +t3 +t4 +t5) = 1+ 12

3 = 5 (= 1
π0

) en vérifiant ainsi le théorème
ET̃0 = 1

π0
.

(b) i. Rq : Pour cete question, les nœuds 0, 1 sont effectivement absorbants. Le
système d’adsorption, tenant compte de x2 = x3, x4 = x5 est :

x2 = 1
4
x2 + 1

4
x4 + 1

4
x4 = 1

3
x2 + 1

3
x4

Rq : C’est la structure typique Gp = 0 pour les pbs de prix final espérés. ça
donne : x2 = 2

5 , x4 = 1
5 .

ii. Soit pk la probabilité d’avoir exactement k visites à 1 avant de visiter 0, à
partir de 2. Alors p0 c’est la probabilité commençant en 2 que la marche visite
0 avant de visiter 1, qui est 3

5 , et pour k ≥ 1, pk = 2
5)pk−1, et pk = 3

5 (2
5)k−1,

donc une distribution géométrique.
iii. Soit pk la probabilité d’avoir exactement k visites à 1 avant de visiter 0, à

partir de 5. Alors, p0 c’est la probabilité commençant en 5 que la marche
visite 0 avant de visiter 1, qui est 4

5 . Pour k = 1 visite, ≪le chemin≫ observé
seulement en O, 1 et l’état Après 1≫ est 5,1,2,0. Donc, p1 = P5[1, 2, 0] = 1

5
3
5 ,

p2 = P5[1, 2, 1, 0] = 1
5

2
5

3
5 , et en général pk = 2

5pk−1 = (1
5

3
5)(2

5)k−1, k ≥ 1. La
distribution pour k ≥ 1 est géométrique, et ∑∞

k=1 pk = 1
5 , comme il faut.

iv. Rq : Pour cette question, le nœud 1 est absorbant.

pk = (2
5

)k 3
5
.

(c) i. Après la détérioration, la matrice de transition est :

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 2

3
1
3

0 0 0 0 1
3

2
3


(Sans les pas sur place, elle serait)

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


ii. classes récurrentes : {0}, {4, 5} ; classe transiente : {1, 2, 3}.
iii. les distributions stationnaires des classes récurrentes : 1 et (1

2 ,
1
2).
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iv. Le système d’adsorption pour les probabilités d’adsorption dans la classe 0
est :

x1 = 1
2
x2 + 1

2
x3

x2 = 1
4
x3 + 1

4
x1 + 1

4
x3 = 1

4
x2 + 1

4
x1 + 1

4

et x1 = x2 = x3 = 1
2 .

v. La matrice des distributions asymptotique est :

P =



1 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


3. (a) La matrice de transition est :

P =



0 1 0 ... 0 0 0
0 0 1 0 ... 0 0
0 0 0 1 0 ... 0
1

2n−2
1

2n−2 ... 0 ... 1
2n−2

1
2n−2

... 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 ... 0 1 0



(b) πk = k
2(n−1)πn, ∀k < n et la symétrie πk = π2n−k impliquent πn(1 + (n−1)n

2(n−1) ) =
πn(1 + n

2 ) = 1 et πn = 2
2+n

)
(c) ES[Xn] = n

(d) tn = 2+n
2

4. a) Soitλ = p(1 − q), µ = q. On a z0 = 1 − λ, et ∀n ≥ 1, zn = z = 1 − λ − µ =
(1− p)(1− q). Le graph de communication est : b) On trouve πi = λπi−1 + zπi ⇔ πi =

0 1 2 n
λ λ λ λ

µ
µµ

µ

Figure 5.3 – Exe 2 : Le serveur sert tous les clients

λ̃πi−1, i = 1, 3, ..., avec λ̃ = λ
λ+µ

, et donc πi = λ̃iπ0, où la constante de normalisation
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est π0 = 1− λ̃ = µ
λ+µ

. c) t0 = t(0) + t1 où t(0) = λ−1 et t1 = t2 = ... = µ−1. Remarquez
l’identité t0 = π−1

0 /P0[X1 ̸= 0, valable pour toutes les châınes ergodiques. d)

G =



−λ λ 0 · · ·
µ − (λ+ µ) λ 0
µ 0 − (λ+ µ) λ 0
µ 0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . .


5. a) C’est juste un système linéaire avec n = 3 inconnues (bon, deux, car la

troisième viendra de la normalisation). Pour faciliter la tâche, on peut quand même
commencer par résoudre n− 1 = 2 équations d’équilibre détaillé

π15/6 = π330/31, π21/7 = π31/31.

Prenons π3 = 31 (en renonçant pour l’instant à la normalisation). On trouve π1 =
36, π2 = 7, qui satisfont aussi la troisième équation d’équilibre détaillé. Il ne reste qu’à
normaliser par la somme :

π = 1
74

(36, 37, 31).

Rq : La matrice D(i, j) = πiP (i, j) obtenue ainsi (avec ou sans normalisation) est
symétrique.

D =

 0 6 30
6 0 1
30 1 0


(et pourrait correspondre aux conductances d’un réseau). Pour une matrice stochas-
tique arbitraire de dimension 3, les quatre équations correspondantes (trois d’équilibre
detaillé + la normalisation) n’auront pas de solution, et donc la distribution station-
naire ne sera pas réversible/”graphique/électrique”. En général, les matrices de dimen-
sion n ≥ 3 n’ont pas de ”graphe pondéré associé), mais seulement le digraph (graphe
dirigé) de communication bien connu. b) Les équations d’équilibre correspondent à une
récurrence d’ordre deux (donc facile à résoudre), mais les équations d’équilibre détaillé
sont d’ordre 1, donc super facile à résoudre. Comme il y a que B − 1 équations
d’équilibre détaillé, cette fois ça reste super facile même avec une matrice arbitraire
avec le même (di)graphe. Ca sera le cas de tous les graphes forets (sans cycles), car un
graphe foret avec B nœuds a B − 1 arretes ! (dem par récurrence).

6. (a) Il y a B équations d’équilibre détaillé πi−1p = πiq, i = 1, ...B, avec solution
πi = ρi∑B

i=0 ρi
, ρ = p/q.

(b) Les espérances ti = EiT0 en sortant de i = 1, 2, ... du nombre de pas jusqu’au nœud

0 satisfont (I−Q)t = 1 oùQ =


1− p− q p 0 . . . . . . 0

q 1− p− q p 0 . . .
...

0 . . . . . . . . . . . .
...

0 0 . . . . . . q 1− p− q


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(c) L’espérance en sortant de 0 du nombre de pas T̃0 jusq’au premier retour en 0 est
t̃0 =.

(d) (*) Est-ce que les équations d’équilibre détaillé continueront à admettre des solu-
tions (strictement positives), si on modifie les valeurs p, q à pi > 0, qi > 0, pi +qi <
1, ∀i ∈ {0, 1, 2, ..., B} (en gardant exactement le même graphe des transitions avec
probabilités non nulles) ?

5.10 Problèmes d’entrainement
1. On lance une pièce de monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et

celle de sortir pile égale à p = 1 − q, jusqu’à ce qu’on obtient une suite de K piles
(pile-pile-pile-..), arrivées consécutivement. a) Trouvez l’espérance n = EN du nombre
de jets N jusqu’à l’arret, en incluant les derniers pas, quand K=2, et donnez la réponse
en termes de p. Indication : On pourrait utiliser un processus de Markov qui retient
l’information minimale nécessaire pour décider si l’événement désiré a eu lieu, et qui
contient dans ce cas l’état final désiré, et tous ses préfixes. b)(*) Trouvez l’espérance
n = EN quand K=3. Proposez une formule valable pour un nb. arbitraire K.

2. On lance une monnaie biaisée avec probabilité de sortir pile p, et on s’arrete la première
fois quand une pile arrive après un nombre impaire de faces. Trouvez l’espérance du
temps de ce jeu. Indication : Utilisez un processus de Markov qui retient toujours
l’information minimale nécessaire pour décider si l’événement désiré a eu lieu.

3. n points indépendants sont choisis uniformément sur le périmètre d’un cercle. Quelle
est la probabilité pn qu’il existe un demi-cercle contenant tous les points ? Ind. Trouvez
p2, p3. Fixez un point i et trouvez la probabilité p que le demi-cercle voisin, dans le
sens des aiguilles d’une montre, contient tous les points.

Solutions :
1. a) Considerons le processus de Markov sur les états suivants, qui spécifient une

décomposition en trois cas possibles pour la longueur de la dernière suite des deux
piles : A = {PP}, P = {P cP}, P c = {P cP}, et soit x0, x1, x2 = 0 le nombre espéré des

futurs pas jusqu’á l’arret, conditionné par ces états initiaux. Soit Q =
(
q p
q 0

)
. Les

deux inconnues v = (x0, x1) satisfont (Q− I)v + 1 = 0. La réponse est

x1 = 1
p2 , x0 = 1 + p

p2 .

b) Considerons le processus de Markov sur les états suivants, qui spécifient une
décomposition en trois cas possibles pour la longueur de la dernière suite des piles :
A = {PPP}, PP = {P cPP}, P = {P cP}, P c = {P c}, et soit x0, x1, x2, x3 = 0 le
nombre espéré des futurs pas jusqu’á l’arret, conditionné par ces états initiaux. Soit

Q =

q p 0
q 0 p
q 0 0

. Les trois inconnues v = (x0, x1, x2) satisfont (Q − I)v + 1 = 0. La

réponse est

x2 = 1
p3 , x1 = 1 + p

p3 , x0 = 1 + p+ p2

p3

71



2. Soit N le nombre de pas jusqu’à la première fois quand une pile arrive après un nombre
impair de faces, et n son espérance . Le conditionnement sur le premier pas ne marche
pas, mais il y d’autres approches possibles : a) Remarquons que les trois événements
FP, P, FF constituent une décomposition de l’espace d’états qui permet soit de consta-
ter que notre événement d’arret est arrivé, soit de relancer le processus du début. Par
conéquant :

n = pq2 + p(1 + n) + q2(2 + n)⇔ n = p+ 2q
q(1− q)

= 1 + q

qp

b) On peut aussi ”habiller” cette solution en langage Markovien, en définissant une
châıne qui enregistre les états finaux transients 1 =nb pair des F, 2 =nb quelconque
des P, 3 =nb impair des F, ∂ =nb impaire des F suivi par P. Le système pour l’espérance
du temps d’arret est :

n = n1 = 1 + pn2 + qn3

n2 = qn3 + 1
n31 + qn1

avec la même solution. c) Examinons l’espace d’états , en essayant de trouver une
décomposition en cas (ou un temps d’arret T ) qui permet une approche récursive :

E = {P, FP, FFP, FFFP, FFFFP, ..}

Dans le premier, troisième, ...cas, on recommence. Dans le deuxième, quatrième, ..., on
conclut N = 2, 4, .... Le temps d’arret permettant une solution est donc le temps T de
la première pile. En conditionnant sur T , on trouve :

n = E[N ] =
∞∑

k=1
q2k−1p(2k) +

∞∑
k=1

q2kp(2k + 1 + n)

= (1 + n)p q2

1− q2 + pq(1 + q−1)
∞∑

k=1
2kq2k−1

Comme ∑∞
k=1 2kq2k−1 = ( 1

1−q2 )′ = 2q
(1−q2)2 , on trouve finalement : n = q(2+pq)

1+q3 .
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Chapitre 6

Exercices de révision

1. Des femmes et des hommes arrivent dans un magasin, après des temps fixes, unitaires.
Chaque instant, une femme arrive avec probabilité λF , ou un homme arrive avec pro-
babilité λH , ou il n’y a pas d’arrivée, avec probabilité λ0 = 1− λF − λH .
(a) Trouver la probabilité pF qu’une femme entre avant un homme. Indication : Condi-

tionnez sur le premier instant, ou sur le nombre d’instants sans arrivées.
(b) Trouver la probabilité que deux femme entrent consécutivement (c.-à-d. avec au-

cun homme entre eux, mais pas forcement aux moments consécutifs) avant qu’un
homme entre.

(c) Trouver la probabilité qu’au moins deux hommes soient entrés consécutivement
(c.-à-d. avec aucune femme entre eux, mais pas forcement aux moments consécutifs),
avant que trois femmes ne soient entrées consécutivement. Indication : Considèrez
un processus de Markov sur l’espace des états : (H1, H2, H3, ...)∪(F1, F2, F3, ...),
qui enregistre au temps t la longueur k de la dernière série des clients k ∈ {1, 2, ...}
du même sexe entrés consécutivement, et leur sexe (H/F) ; formulez des équations
d’arret pour les états d’arret indiqués.

(d) Quelle est la probabilité qu’au moins m hommes soient entrés consécutivement,
avant que n femmes ne soient entrées consécutivement ?

(e) Qu’est qu’y change en temps continu ?
2. a) Une mouche effectue une marche cyclique sur les sommets {1, 2, 3} d’un triangle,

avec matrice de transition ”circulante”

P =

a b c
c a b
b c a


où a, b, c ≥ 0 et a + b + c = 1. Il est facile de vérifier que la matrice de transition P n

est aussi ”circulante” (c.-à-d. chaque ligne est déduite de la ligne précédente par une
permutation cyclique de ses éléments vers la droite ) et on dénote par (an, bn, cn) les
éléments de sa première ligne.
(a) Quelles sont les valeurs limites de (an, bn, cn) quand n→∞ ?
(b) On cherche une formule explicite, aussi simple que possible, pour la probabilité

an = P n(1, 1) qu’après n étapes, la mouche soit retournée au sommet 1 d’où elle
est partie. Soit vn = (bn, cn). Trouvez une récurrence pour le vecteur vn.
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(c) Résolvez cette récurrence et trouvez an, au cas a = b = c = 1/3 et au cas
b = c = 1/2.

(d) Résolvez la récurrence, au cas où la mouche a deux fois plus de chances de sauter
dans le sens des aiguilles d’une montre, c.-à-d. b = 2/3, c = 1/3.

(e) Généraliser au cas d’une marche cyclique sur les sommets d’un polygone avec
k sommets (utilisant éventuellement votre language formel de choix, comme
xmaxima,...). Ind : Cela nous ramène à ètudier, éventuellement l̀’aide de Maxima,
les puissances des matrices circulantes stochastiques : A :=matrix([1-b-c,b,c],[c,1-
c-b,b],[b,c,1-c-b]) ; Vérifier que la matrice est entré correctement en calculant
A1 = subst(1, b, A);A2 = subst(0, b, A1);A23 ; Note : Maxima n’est pas capable
de calculer puissances matricielles symboliques, et elle refuse de faire même les
matrices diagonales ; mais elle accepte les produits de Hadmard symboliques, et
comme les deux coincides, elle reussi aussi les produits matricielles symboliques,
avec un peu d’aide : V :eigenvectors(A) ; V1 :V[2] ;V2 :V[3] ;V3 :V[4] ; VD :trans-
pose(matrix(V1,V2, V3)) ; M :ratsimp(invert(VD).A.VD) ; An :ratsimp(VD.Mn.invert(VD)) ;

3. Soit Xt une châıne de Markov absorbante, soit ∂ l’ensemble de ses états absorbantes,
soit B,A une décomposition de l’ensemble des états transitoires, et soit

p(k,B) = (px(k,B), x /∈ ∂)

où

px(k,B) := Px{exactement k visites en B avant l’absorbtion en ∂}, x /∈ ∂

(a) Quel type de distribution on trouve pour px(k,B), quand B = {x} ? (Spécifiez les

paramètres). Quel est le résultat pour la châıne associé à :


0 1− a a 0 0

1− b 0 b 0 0
x1 x2 0 x4 1− x1 − x2 − x4
0 0 c 0 1− c
0 0 0 0 1


où B = {3}, et en particulier pour a = b = c = 1/2, x1 = x2 = x4 = 1/4 (”le
papillon”).

O U

A

B

C

Figure 6.1 – Marche aléatoire simple sur le graphe papillon

(b) Pour B quelconque, en conditionnant sur le premier pas, trouvez une relation
entre les variables px(k,B), x ∈ A, k ∈ N, et finalement une récurrence vectorielle
p(k) = Mp(k − 1), en spécifiant comment obtenir la matrice M à partir de la
matrice P de transition de la châıne. Vérifiez votre formule avec le cas B = A.
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(c) Retrouvez le résultat pour le ”papillon généralisé” ci-dessus, dans le cas qu’on
cherche la probabilité pk en partant de U = 5 que la marche visite O = 1 exac-
tement k fois (k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour à U) (les autres sommets
seront libelés A = 2, B = 3, C = 4), à partir de la formule générale.

(d) Considerez aussi le ”papillon généralisé”, en prenant B = {1, 2, 3}. Vérifiez pour
cet exemple que la somme ∑∞

k=0 pk(i, B) = 1,∀i ∈ {1, 2, 3}.

(e) Écrivez un program dans votre language de choix qui calcule p(k,B) et une
approximation p(k,B) ≈ cλk pour une châıne et ensemble B arbitraires et
démontrez sa performance sur les exemples 3.5, 3.6 (pages 23-24) et ensembles B
de votre choix.

4. a) Quelle est la probabilité que la marche aléatoire simple est de retour en 0 après 2n
pas ? b) Approximer cette quantité par la formule de Stirling limn→∞

n!
(n/e)n

√
n

=
√

2π.

5. SoitXt une châıne absorbante sur {1, 2, a} avec matrice de transition

p1 p | 1− p1 − p
0 p2 | 1− p2
0 0 | 1

 =

 Q| 1− p1 − p
| 1− p2

0 0| 1

 où Q =
(
p1 p
0 p2

)
, et avec distribution initiale (1, 0, 0). Soit N le

nombre des pas (transitions) jusqu’à l’adsorption en a.
(a) Quelle est la valeur de N si X0 = X1 = ... = Xk−2 = 1, Xk−1 = 2 et Xk = a ?
(b) Trouvez l’espérance du nombre des pas N jusq’à l’adsorption.
(c) Demontrez que pour i, j ∈ {1, 2}, et k ∈ {1, 2, ...}, il est vrai que

P [N ≥ k,Xk = j|X0 = i] = P [Xk = j|X0 = i]

(d) Quelle sont les probabilités

P [N ≥ 2, X2 = j|X0 = i], i, j ∈ {1, 2}

(e) Donnez la formule des probabilités

a1 = P [N ≥ k,Xk = 1|X0 = 1], a2 = P [N ≥ k,Xk = 2|X0 = 2], k ∈ {1, 2, ...}

(f) Calculez la matrice génératrice (I − xQ)−1.
(g) Calculez la matrice fondamentale (I −Q)−1, et vérifiez la réponse du point b).
(h) (*) Calculez Qk, en utilisant le développement limite (en série de puissances) de

la matrice génératrice (I − xQ)−1.
(i) (*) Trouvez les probabilités P [N ≥ k|X0 = 1].

Solutions
1. (a) i. Soit

ti = Ei T0 = Ei[ nombre de pas jusq’au noeud 0]
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La symétrie implique t2 = t3, t5 = t4, donc trois équations suffiront (au lieu
de 5). En conditionnant sur le premier pas, on trouve que ti satisfont :

t1 = 1 + t2

t2 = 1 + 1
4
t1 + 1

4
t2 + 1

4
t5

t5 = 1 + 1
3
t5 + 1

3
t2

ça donne : t5 = 11
3 , t2 = 13

3 , t1 = 16
3 Rq : Pour cette question, le nœud 0 est

effectivement absorbant, et la structure générale des équations pour les pbs
de temps espéré Gt + 1 = 0.

ii. ET̃0 = 1 + 1
4(t2 + t3 + t4 + t5) = 1 + 12

3 = 5 (= 1
π0

)

iii. πi sont proportionnels aux degrés di des sommets, c.-à-d. πi = di∑
j

dj
, donnant

(π1 = 2/(2 + 4 ∗ 3 + 3 ∗ 2) = 1
10 , π2 = 4/20 = 1

5 , π0 = 3
20) (en vérifiant ainsi le

théorème ET̃0 = 1
π0

).
iv. Rq : Pour cete question, les nœuds 0, 1 sont effectivement absorbants. Le

système d’adsorption, tenant compte de x2 = x3, x4 = x5 est :

x2 = 1
4
x2 + 1

4
x4 + 1

4
x4 = 1

3
x2 + 1

3
x4

ça donne : x2 = 2
5 , x4 = 1

5 . Rq : C’est la structure typique Gp = 0 pour les
pbs de prix final espéré.

v. p0 = 2
5 , pk = 3

5( 7
10)k−1 3

10 , k ≥ 1. Rq : Pour cette question, le nœud 1 est absor-
bant, après le premier pas, donnant naissance a une distribution géométrique,
”en exceptant” le premier pas.

(b) i. Après la détérioration, la matrice de transition est :

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 2

3
1
3

0 0 0 0 1
3

2
3


Sans les pas sur place, elle serait

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



76



ii. classes récurrentes : {0}, {4, 5} ; classe transiente : {1, 2, 3}.
iii. les distributions stationnaires des classes récurrentes : 1 et (1

2 ,
1
2).

iv. Le système d’adsorption pour les probabilités d’adsorption dans la classe 0
est :

x1 = 1
2
x2 + 1

2
x3

x2 = 1
4
x3 + 1

4
x1 + 1

4
x3 = 1

4
x2 + 1

4
x1 + 1

4
et x1 = x2 = x3 = 1

2 . La matrice des distributions asymptotique :

P =



1 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


2. (a) La probabilité pF satisfait

pF = λF + (1− λF − λH)pF ⇔ pF = λF

λF + λH

(b) p2
F

(c) Considerons la châıne de Markov en temps discret qui enregistre la longueur
du nombre des clients du même sexe entrés consécutivement et le type, ayant
comme espace des états les suites (H1, H2, H3, ...)∪ (F1, F2, F3, ...). En prenant
en considération seulement les temps quand la châıne saute, pn a une marche
aléatoire qui ”avance≫ sur les hommes/femmes a.p. pH = 1−pF et pF , et ”change
de sexe” outrement. Par exemple, si λF = 2λH , les deux probas sont pH = 1

3 , pF =
2
3 . En dénotant par xi, yi la probabilité de notre événement en partant d’une suite
des i femmes hommes, il faudra résoudre :

y1 = pH + pFx1

x1 = pHy1 + pFx2

x2 = pHy1

Generalisant pour m hommes et n femmes et posant SF,k = ∑k
i=1 p

i
F , SH,k =∑k

i=1 p
i
H , nous trouvont

y1 = pm−1
H

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
, x1 = pm

HSF,n−2

1− pHpFSH,m−2SF,n−2

et finalement

pHy1 + pFx1 = pm
H(1 + pFSF,n−2)

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
= pm

HSF,n−1

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
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Pour m = 2, n = 3, on trouve :

y1 = pH

1− pHpF (1 + pF )
, x1 = p2

H(1 + pF )
1− pHpF (1 + pF )

et
pHy1 + pFx1 = p2

H(1 + pF + p2
F )

1− pHpF (1 + pF )

3. a) L’équation de Chapman-Kolmogorov donne imédiatement une formule explicite :
P n(1, 1). On note aussi que les marches cycliques ont la matrice de transition P circu-
lante, et donc nous avons une décomposition spectrale bien-connue explicite, qui utilise
les racines (complexes) de l’unité. Mais, on peut faire mieux. La matrice P n est aussi
circulante, et contient donc seulement deux inconnues : bn = P n(1, 2), cn = P n(1, 3).
Soit b = P (1, 2), c = P (1, 3), a = P (1, 1) = 1− b− c les probabilités après un pas. On

trouve la récurrence :
(
bn+1 − 1/3
cn+1 − 1/3

)
=
(
a− b c− b
b− c a− c

) (
bn − 1/3
cn − 1/3

)
Le cas b = c = 1/2

et a = b = c = 1/3 donnent des récurrences ≪decouplées≫. Le cas b = 2/3, c = 1/3 est
plus difficile. En utilisant l’ordinateur, on rémarque :

(bn − 1/3, cn − 1/3) = (1/3, 1/3) + 3−1−n/2vn

où vn = vn+12 est périodique.
4. (a) Quand |B| = 1, on trouve une distribution géométrique px(k, {x}) = λk−1(1− λ)

où : 1−λ = px(1, {x}) = Q(x, ∂(A)+∑y∈A−B p(x, y)Py[T∂(A) < Tx] = Q(x, ∂(A)+∑
y∈A−B p(x, y)(1−Py[T∂(A) > Tx]), et λ = QB,B +∑y∈A−B p(x, y)Py[T∂(A) > Tx] =

QB,B +QB,A(I −QA)−1QA,B, car pour k ≥ 2 on a :

px(k, {x}) =
∑

y∈A−B

p(x, y)Py[T∂(A) > Tx]px(k − 1, {x}) = λpx(k − 1, {x})

Pour le papillon, B = {3}, λB = x1 + x2 + cx4 = 5/8 et pour B = {1}, λB = 3/8.
(b) Il est convenable de partager pk = (ak, bk), où bk = (px(k,B), x ∈ B),ak =

(px(k,B), x ∈ A, x /∈ B). On peut supposer qu’il y a un seul état absorbant (en
≪collant ensemble≫ tous les états absorbants), et soit

P =

 QA QA,B | qA

QB,A QB | qB

0 0 | 1


la partition de la matrice de transition contenant les états dans l’ordre A−B,B, ∂.
On a b0 = 0, b1 = qB +QB,Aa0 et

a0 = qA +QAa0 =⇒ a0 = (I −QA)−1qA, b1 = qB +QB,A(I −QA)−1qA

Pour k ≥ 2, x ∈ B, px(k,B) = ∑
y∈A P (x, y)py(k − 1, B), et donc

bk = QBbk−1 +QB,Aak−1
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tant que pour x /∈ B, k ≥ 1, px(k,B) = ∑
y∈A P (x, y)py(k,B) et donc

ak = QA,Bbk +QAak =⇒ ak = (I −QA)−1QA,Bbk

Comme

b1 = (IB −QB)1B −QB,A1A +QB,A(I −QA)−1([IA −QA]1A −QA,B1B) = (IB −M)1B)

on trouve

bk = (QB +QB,A(I −QA)−1QA,B)bk−1 =⇒ bk = Mk−1 ((IB −M)1B)

où M = QB + QB,A(I − QA)−1QA,B est la matrice de transition de la ≪châıne
induite≫ sur B (où ≪complement de Shur≫ de A en Q). Quand B = A, on
retrouve bk = Qk−1

B qB.
(c) En résolvant le système d’adsorption pour pA, pB, pC , on trouve pA = 3/4, pB =

1/2, pC = 1/4. 5) Soit pA,k = PA{exactement k visites en U avant le retour en O},
avec pB,k, pC,k définies pareillement, et pk = (pA,k, pB,k, pC,k). Ainsi, p0 = (pA, pB, pC)
et p0 = 1

2(pA,0 + pB,0) = 1
2(pA + pB). Pour k ≥ 1, on trouve :

pk =

 0 1/2 0
1/4 0 1/4
0 1/2 0

pk +

0 0 0
0 1/8 1/8
0 1/8 1/8

pk−1

⇐⇒ pk =

 1 −1/2 0
−1/4 1 −1/4

0 −1/2 1


−10 0 0

0 1/8 1/8
0 1/8 1/8

pk−1

⇐⇒ pk =

0 1/8 1/8
0 1/4 1/4
0 3/8 3/8

pk−1

Les vecteurs propres à droite sont les colonnes de

1 0 1/3
0 −1 2/3/
0 1 1

, les valeurs

propres correspondantes sont : 0, 0, 5/8 et le vecteur propre de PF à gauche est :

(0, 3/5, 3/5). Dès lors, pk = (5/8)k−1(pB + pC)

1/5
2/5
3/5

 et pk = (5/8)k−1(pB +

pC)3/10
5.
6. a) N = k, b) E1N = 1

1−p1
+ p

(1−p1)(1−p2) , c) Pour i, j transients, l’événement [Xk =
j|X0 = i] implique, est inclu et en effet cöıncide avec [N ≥ k,Xk = j|X0 = i] d)
Q2(i, j) = ... e) On devine et comprends facilement que ai = Qk(i, i) = pk

i , i = 1, 2 f)
La matrice génératrice est

(I − xQ)−1 =
( 1

1−xp1

xp
(1−xp1)(1−xp2)

0 1
1−xp2

)
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g) En posant x = 1, on trouve la matrice fondamentale :

(I −Q)−1 =
( 1

1−p1

p
(1−p1)(1−p2)

0 1
1−p2

)

n2 = E2N = 1
1− p2

, n1 = E1N = 1
1− p1

+ p

(1− p1)(1− p2)

h) On retrouve Qk(1, 1) = pk
1, Q

k(2, 2) = pk
2, et on trouve Qk(1, 2) = p

(∑k−1
i=0 p

i
1p

k−1−i
2

)
.

Pour interpreter probabilistiquement la formule de Qk(1, 2), il est utile de remarquer
qu’il s’agit de la distribution phase la plus simple qui n’est ni serie, ni parallèle
i) P [N ≥ k|X0 = 1] = Qk(1, 1) +Qk(1, 2) = pk

1 + p
(∑k−1

i=0 p
i
1p

k−1−i
2

)
. La somme vérifie

la réponse b).
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Chapitre 7

Le processus de Poisson
ch:Poi

7.1 La distribution de Poisson
Exercice 7.1 Calculer la fonction génératrice des probabilités pX(z) = EzX d’une variable
aléatoires réelle X de loi de Poisson de paramètres λ > 0. Calculer l’espérance et la variance.

Exercice 7.2 On considère deux variables aléatoires réelles X et Y indépendantes de loi de
Poisson de paramètres λ > 0 et µ > 0 respectivement.

1. Quelle est la loi de Z = X + Y ? Indication : On peut utiliser la fonction génératrice
des probabilités pX(z) = EzX , ou la fonction génératrice des moments mX(s) = EesX =
pX(es).

2. Pout tout entier n ≥ 0, déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Z = X+Y =
n.

3. Déterminer E (X | X + Y ) .

Exercice 7.3 Invariance par rapport aux sommes indépendantes. Trouver la distri-
bution d’une somme de n variables Poisson indépendantes de paramètre λi, i = 1, ..., n.

Exercice 7.4 Coloriage : Quelle est la distribution de

S =
X∑

i=1
Bi

où Bi sont des va aléatoires Bernoulli de paramètre p ? Quelle est la loi L(S/X) ?

7.2 Processus de comptage et renouvellement en temps
continus:ren

Motivation : Beaucoup de phénomènes aléatoires demandent l’ étude dec l’evolution
au cours du temps des processus qui comptent le nombre Nt, t ∈ R+ des diverses ”arrivées” :
• appels arrivant dans un standard téléphonique • arrivées de clients à un guichet • survenue
de pannes dans un parc de machines, ...
Définition 7.1 Un processus (Nt)t∈R+

est appelé processus de comptage s’il prend des va-
leurs dans N et s’il vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) 0 ≤ s ≤ t⇒ Ns ≤ Nt

(ii)Ns a des chemins ”cadlag”, c.-à-d. continues à droite et avec des limites à gauche
(iii)P [Ns −Ns− > 1] = 0
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Il s’agit donc des processus non décroissants et qui n’augmentent jamais avec plus d’une
unité. Soit ai, i = 1, 2, ... les temps entre deux arrivés consecutives.
Définition 7.2 Un processus de comptage pour le quel les temps entre deux arrivés conse-
cutives sont des variables aleatoires i.i.d. s’appelle processus de renouvellement. Les temps
de renouvellement (ou les temps de la n-ieme arrivée) sont :

An =
n∑

i=1
ai, n = 0, 1, 2, ...

Il est facile de voir que le nombre d’arrivées avant le temps t, c.-à-d. le processus

(Nt)t∈R+
= sup

k
{k : Ak ≤ t}

est un processus de comptage. Le processus de comptage Nt et le ”processus de points” Ak

sont intimêment liées. Nous regarderons plus en detail ce couple dans le cas des temps ai à
loi exponentielle entre les arrivées.

7.3 Le processus de Poisson unidimensionnel
dP2 Définition 7.3 Soit ai, i = 1, 2, ... une suite des v.a. i.i.d., à distribution exponentielle de

paramètre λ (”interarrivées”), et soit An = ∑n
i=1 ai les temps de renouvellement. On appelera

processus de Poisson unidimensionnel homogène (en partant de N0 = 0) le processus qui
compte le nombre d’arrivées pendant [0, t] :

N[0,t] = Nt = max{n ∈ N : An ≤ t}

Exercice 7.5 La loi de An est Gamma Γ(n,λ) de densité (λx)n−1

(n−1)! e
−λxλ.

Une autre définition équivalente du processus de Poisson unidimensionnel est :
dP1 Définition 7.4 Un processus pour le quel

1. il existe une constante λ > 0 tq pour tout s > 0, t > 0, les ”acroissements/increments”
Nt+s − Ns suivent une loi de Poisson de paramètre λt, pk(t) := P{Nt+s − Ns = k} =
(λt)k

k! e
−λt k = 0, 1, 2, ...

2. et qui a des acroissements independants (PAI)
s’appelle processus de Poisson homogène.

Remarque 7.1 Le nombre espéré d’arrivées du processus de Poisson dans un intervalle de
longueur t est : E[N(s+ t)−N(s)] = λt. λ est donc le ”taux d’arrivées”.

Remarque 7.2 Cette définition peut etre généralisée au cas multidimensionnel – voir
Définition 7.5.

L’idée de la démonstration de l’équivalence des deux définitions (7.4), (7.3),est presentée
dans les exercices suivantes :
Exercice 7.6 Soit (Nt)t≥0 un processus défini par la Définition 7.3. Pour tout t > 0, la
variable aléatoire Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt, c.-à-d.

pk(t) = P{Nt = k} = (λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, 2, ...
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Demo : Il est naturel d’aborder ce problème par récurrence. Les cas pour k = 0, 1, 2 sont
simples. Pour k ≥ 2, on a besoin de conditionner sur Ak = x, et donc de s’appuyer sur la
densité Gamma Γ(λ, k) de Ak, k ≥ 2 : fAk

(x)dx = (λx)k−1

(k−1)! e
−λxλdx. L’integral qui resulte est

juste
∫ t

0 x
k−1dx, ∀k ; finalement, le raisonnement par récurrence n’est pas nécessaire.

Exercice 7.7 Soit (Nt)t≥0 un processus défini par la Définition 7.4. a) Montrez que les va-
riables aléatoires suivantes : a1, qui réprésente le temps jusqu’à la première arrivée, et a2, qui
réprésente le temps entre les deux premières arrivées, sont indépendantes et exponentielles
de paramètre λ. Outrement dit, pour tout t1 > 0, t2 > 0,

P{a1 > t1, a2 > t2} = e−λt1e−λt2

b) Montrez que la distribution du temps de la prochaine arrivée d’un processus de Poisson
de paramètre λ après temps t est exponentielle a paramètre λ.

Exercice 7.8 Considèrons la distribution du nombre d’accidents de voiture dans une ville,
par jour. a. Est ce-que ce nombre d’accidents pourra suivir approximativement une loi de
Poisson ? b. Trouver i. la probabilité qu’il y ait au plus trois accidents un jour donné. ii.le
nombre moyen d’accidents (M) pour lequel la probabilité d’avoir trois accidents ou plus un
jour donné est < 0.05. (On exprimera cette probabilité en fonction de l ?inconnue M et on
en déduira une équation qu’il faudra résoudre numériquement).

Exercice 7.9 Des clients arrivent dans une banque selon un processus de Poisson N(t), t ∈
R, de paramètre λ = 1.2 (l’unité de temps est la minute).

1. Il arrive en moyenne combien de clients en 10 mn ?
2. Donnez la loi de probabilité de N(2), le nombre de clients qui arrivent en deux minutes,

et esquisser le graphique de pk = P [N(2) = k], pour k=0,1,2,3,4,5.
3. Donnez la probabilité que personne n’arrive durant 2 mn, et après ça que 3 personnes

arrivent dans les 4 mn suivantes.
4. Donnez la probabilité q3 que 3 personnes arrivent en 4 mn, vérifiez que q3 = p0p3 +

p1p2 + p2p1 + p3p0, et expliquez pourquoi.

Exercice 7.10 Demontrer l’identité

fAk
(t)dt = P{Nt = k − 1}λdt

(qui fournit une demonstration directe de l’equivalence entre processus de Poisson et arrivées
Gamma).

R : fAk
(t)dt = P{Ak−1 ≤ t, Ak ≥ t, Ak ≤ t + dt} = P{Ak−1 ≤ t, Ak ≥ t}λdt = P{Nt =

k − 1}λdt.

Exercice 7.11 Montrer que le nb. espéré d’arrivées E[Nt] en [0, t] est λt, ce qui montre que
λ est le ”taux d’arrivée” (nb. espéré des arrivées per unité de temps).

En conclusion, le processus de Poisson homogène unidimensionnel de taux λ est un
processus de comptage, où ”l’avancé du compteur” se fait après des temps exponentielles de
paramètre λ, et qui a plusieurs propriétés remaquables, comme :

– distribution exponentielle (donc ”sans mémoire”) de paramètre λ pour les intervales
ai entre les arrivées

– la propriété de Markov
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– Le processsus de Poisson (Nt)t≥0 est un processus à accroissements stationnaires et
indépendants (A.S.I. en abrégé), c’est-à-dire les variable aléatoire NIi

, i = 1, ..., n sont
indépendantes, si les intervalles Ii, i = 1, ..., n sont disjoints. En particulier,

∀s, t ≥ 0 avec s ≤ t , Nt −Ns est indépendante de Nu pour tout u ≤ s.

– (Nt)t≥0 est homogène, c’est-à-dire les increments N[s,s+t] = Ns+t − Ns ont une distri-
bution indépendante du moment initial s :

∀s, t > 0,∀k ∈ N , P [Ns+t −Ns = k] = P [Nt = k] not.= pk (t) .

– (Nt)t≥0 est un processus de Markov, et les probabilités de transition satisfont P{Nt =
i+ k|N0 = i} = pk(t) = e−µ µk

k! , µ = λt.
Exemple d’application du processus de Poisson : La pêche ! On note Xt le nombre de pois-
sons pris par un pêcheur à la ligne dans l’intervalle de temps [0, t]. On fait les hypothèses
suivantes : (h1) il y a un très grand nombre de poissons, de façon à ce qu’une prise n’in-
flue pas sur la suite de la pêche (h2) l’appétit des poissons ne varie pas avec le temps. Le
processus (Xt)t≥0 peut alors être considéré comme un processus de Poisson, car : - (Xt)t≥0
est bien un processus de comptage (il est assez clair qu’il est très peu probable de pêcher
plusieurs poissons au même instant) - (Xt)t≥0 est homogène d’après (h2) - (Xt)t≥0 est un
P.A.I. d’après (h1).

7.4 La propriété de Markov du processus de Poisson
Théorème 7.1 La distribution exponentielle et l’independance des intervales ai entre les
arrivées implique la propriété de Markov.

Dem : Pour etre concret, montrons par exemple que :

P [Nt+s ≥ k + 1|Nt = k,Nt−s1 = k, ∀s, s1 > 0]

P [Nt+s ≥ k + 1|Nt = k,Nt−s1 = k] = P [ak+1 ≤ t+ s− Ak|Ak ≤ t− s1, ak+1 > t− Ak]

= P [t− Ak < ak+1 ≤ t+ s− Ak, Ak ≤ t− s1]
P [Ak ≤ t− s1, ak+1 > t− Ak]

=
∫ t−s1

x=0 fAk
(x)P [t+ s− x ≥ ak+1 > t− x]dx∫ t−s1

x=0 fAk
(x)P [ak+1 > t− x]dx

=
∫ t−s1

x=0 fAk
(x)(e−λ(t−x) − e−λ(t+s−x)dx∫ t−s1

x=0 fAk
(x)e−λ(t−x)dx

=
∫ t−s1

x=0 fAk
(x)e−λ(t−x)(1− e−λs)dx∫ t−s1

x=0 fAk
(x)e−λ(t−x)dx

= 1− e−λs

Rq : Pour d’autres distributions, cette miraculeuse simplification n’est pas vraie 1. Par consequent, le processus de Poisson est le seul processus de comptage Markovien.

1. La réponse depandra de t et de s1 (on l’obtient en utilisant la formule F̄ai(x) = e
−
∫ x

0
h(y)

dy où
h(y) = fai(x)/F̄ai(x) est le ”taux de termination= hazard rate” de ai).
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7.5 Le générateur des transitions du processus de Pois-
son

Question 1 Comment caractériser un processus de Markov en temps continu, comme par
exemple le processus de Poisson ?

R : Comme le temps t = 1 ne peut plus suffire, il est naturel de tourner vers les ”taux
infinitesimales” caractérisant les transitions après des intervalles très petites avec durée h→
0.
Exercice 7.12 Montrer que pour un processus de Poisson et pour h→ 0 on a :

pk (h) =

λh+ o(h) si k = 1
1− λh+ o(h) si k = 0
o(h) si k ≥ 2

Introduisons maintenant une matrice génératrice :

G =



−λ λ 0 · · ·
0 −λ λ 0
0 0 −λ λ 0
... 0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . .


qui contienne dehors la diagonale les taux d’arrivée, et sur la diagonale ce qu’il faut pour
rendre la somme de chaque ligne 0 (explication plus tard). On verra que les probabilités de
transition du processus de Poisson (et de chaque processus Markovien en temps continu)
peuvent etre calculés à partir de cette matrice, par la formule

P (t) = etG.

Dans notre cas, le calcul de l’exponentielle P (t) = etG produit une structure triangulaire
superieure

P (t)(i, j) =

pt(j − i) si j ≥ i

0 si j < i
, i, j ∈ N,

où pt(k) = P [Nλ(t) = k] = e−λt (λt)k

k! sont les probabilités du processus de Poisson en co-
mençant de 0 (la première ligne). Rq : La propriété de semigroupe Pt+s = P (t)Ps, ∀s, t ∈
R+ est équivalente ici au fait que pt(k) satisfont :

pt+s(n) =
n∑

k=0
ps(k)pt(n− k)

Le processus de Poisson est a la fois un des exemples les plus simples d’un processus de
sauts Markovien, et aussi un instrument théorique de démonstrations, grace a la possibilité
de construire explicitement toutes les processus de sauts Markovien en partant des processus
de Poisson ! C’est aussi un des rares cas où les probabilités de transition ont des formules
explicites.
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7.6 Le processus de Poisson comme limite des proces-
sus de Bernoulli

On peut aborder l’étude du processus de Poisson unidimensionnel en discretisant le
temps : on partagera chaque unité de temps en n unités ”infinitesimales” de longueur h =
1/n, et en ignorant la possibilité des arrivés doubles. ça remplace le processus d’arrivées en
temps continu par un processus de Bernoulli (lancés d’une monnaie) en temps discret. En
suite, en laissant n→∞⇔ h→ 0, on arrive au processus de Poisson. Le fait que le nombre
(binomial) d’arrivées des succes dans un processus de Bernoulli en temps discret converge
vers processus de Poisson en temps continu est une consequence de l’exercice suivant :

Exercice 7.13 Considerez un processus d’arrivées independantes dans des unités de temps
de longueur h = 1/n, avec la probabilite d’une arrive per unite de temps égale a λ.

1. Calculez les moments translatés et les moments de la distribution de Poisson, en uti-
lisant la fonction génératrice des probabilités.

2. Montrez que la limite quand n → ∞ d’une distribution binomiale B(n, p) avec p = λ
n

est la distribution de Poisson avec espérance λ, directement et aussi en utilisant la
fonction génératrice des probabilités ou des moments.

3. Soit N (i)
n i = 1, 2, ... les nombres d’intervalles separant les arrivées consecutives. Mon-

trez que les temps T (i)
n = N

(i)
n

n
entre les arrivées consecutives convergent vers des dis-

tributions exponentielles de paramètre λ, pour i = 1, 2.
4. Considerez un processus d’arrivées independantes, avec la probabilité d’une arrive per

unite de temps (ou ”taux”) égale a λ. Trouver la distribution jointe des nombres d’ar-
rives dans deux unitées de temps consecutives, en subdivisant chaque unitée en n per-
iodes d’observation et en prenant n→∞.

Théorème 7.2 (admis) Le seul processus de renouvellement qui est aussi markovien est le
processus de Poisson.

La forme speciale des probabilités de transition du processus de Poisson unidimensionnel
(c.-à-d. indicé par R+) est une conséquence de la propriété de Markov, et des équations de
Chapman Kolmogorov. Mais ce processus est aussi un processus de Levy (c.-à-d. un processus
avec des increments independants et stationnaires), avec des valeurs entières, et sans des
points doubles. De manière surprenante, ces trois propriétés forcent les increments d’avoir
la distribution de Poisson, même dans le cas multidimensionel !

7.7 Le processus de Poisson multidimensionel (*)
d:Poim Définition 7.5 Soit λ une constante. On appelle champs (où processus) de Poisson ho-

mogène d’intensité λ sur Rd un ensemble des variable aléatoire N(A) indexées par des
sous-ensembles A ⊂ Rd tq :

1. indépendance : si les sous-ensembles A1, ..., Ak ⊂ Rd sont disjoints, alors les variables
N(A1), ..., N(Ak) sont indépendantes

2. stationarité : la distribution des variables N(A+ t), t ∈ Rd ne dépend pas de t
3. N(A) est une variable Poisson d’intensité c = λ m(A), où m(A) est la mesure de

Lebesgue.
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Remarque 7.3 Un processus ayant les propriétés (1) et (2) s’appelle processus de Levy.
Remarque 7.4 En fait, la troisième condition peut etre remplacée par une condition beau-
coup plus faible : N(A) ∈ N, et la probabilité de plus d’un point dans des ensembles petits
est négligeable, c.-à-d. P [N(A) ≥ 2] = o(P [N(A) = 1]), quand m(A)→ 0.

Pour d = 1, le cas du processus de Poisson uni-dimensionel, il suffit d’étudier les variables
aleatoires indexées par les intervalles A = [a, b], et on reserve le nom de processus de Poisson
pour le processus N(t), t ∈ R+, défini par N(t) := N([0, t]). Les variables N(A) = N(b) −
N(a) sont appelées alors ”incréments” du processus N(t).

7.8 Exercices
1. Des voitures passent sur une route selon un processus de Poisson de param. λ = 1/mn.

a. Si 5% des voitures sont des Renault, montrer que le passage de ces voitures suit un
processus de Poisson de param. 0.05. b. Sachant que 10 Renault sont passées en une
heure, quelle est l’espérance du nombre total de voitures passées durant cette heure ?
c. Si 50 voitures sont passées en une heure, quelle est la probabilité que cinq d’entre
elles soient des Renault ?

2. Il existe plusieurs objets d’interet associés à chaque processus de renouvellement :

(a) l’âge courant Z1(t) = t− ANt

(b) le temps residuel courant Z2(t) = ANt+1 − t
(c) le temps total courant Z(t) = Z1(t) + Z2(t) = ANt+1 − ANt

Soit Nλ(t) un processus de renouvellement de Poisson. a) Quelle sont les probabilités
P [Z1(t) = t], et P [Z1(t) ∈ [s, t],∀s ≤ ∞ ? Trouver la densité de Z1(t). Concluez que
l’âge courant satisfait :

FZ1(x) =

1− e−λ pour x ≤ t et
FZ1(x) = 1 outrement

b) Montrer que le temps residuel courant a une distribution exponentielle de paramètre
λ. c) Calculez l’espérance du temps total courant ; et comparez la à l’espérance des
temps entre les arrivées λ.

3. Soient Nt un processus de Poisson homogène, et t1 l’instant où se produit la première
arrivée. a) Determiner la loi de t1, conditionnellement sur [Nt = 1] b) Determiner la
loi de t1, conditionnellement sur [Nt = 2]

4. Un scribe doit copier n pages d’un manuscrit. Comme il est fatigué, il comet un nombre
total d’erreurs distribuées à distribution de Poisson Po(λ), qui peuvent se trouver sur
n’importe quelle page, avec des probabilités égales. a) Quelle est la probabilité que la
première page ne contient pas des erreurs ? b) Quelle est l’espérance du nombre des
pages contenant des erreurs ?

5. (a) Quelle est la probabilité qu’un cercle de rayon r autour de l’origine ne contient
aucun point d’un processus de Poisson deux-dimensionel de taux λ ? Autrement
dit, calculez la fonction de ”survie” ou de ”distribution complementaire” F̄D(r) =
P{D > r}, où D est la distance de l’origine jusqu’au point le plus proche d’un
processus de Poisson deux-dimensionel.
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(b) Calculez la fonction de densité fD(r).
(c) Calculez le mode de la fonction de densité.

(d) Calculez par parties l’intégrale
∫∞

0 r2e− r2
2σ2 dr et montrez que l’espérance est ED =

1
2
√

λ
(l’intégrale

∫∞
0 e− r2

2 dr =
√
π/2 =

∫∞
0
∫∞

r2/2 e
−sdsdr peut etre calculé par le

théorème de Fubini)
6. Le temps jusqu’à la première ”arrivée non-decouragée” et la dernière ”ar-

rivée decouragée”. Soit N une variable géométrique, à distribution P{N = k} =
(1 − p)pk−1, k = 1, ...,, soit N0 = N − 1 la variable géométrique à distribution
P{N = k} = (1 − p)pk, k = 0, 1, ..., et soit Ti, i = 1, 2, ... des variables aleatoires
i.i.d. exponentielles à paramètre µ. Soit T = ∑N

i=1 Ti le temps jusqu’à la première
”arrivée non-decouragée”, et soit W = ∑N0

i=1 Ti le temps jusqu’à la ”dernière arrivée
decouragée”.
(a) Trouvez la fonction génératrice des moments mT1(s) = EesT1 de T1,
(b) Trouvez les fonction génératrices des moments mT de T = ∑N

i=1 Ti et mW de
W = ∑N0

i=1 Ti.
(c) Quelle sont les distributions des variable aleatoires T,W ?

7. Qu-est-ce qu’on obtient en superposant n processus de Poisson à paramètres λi, i =
1, ..., n ?

8. Montrez que la densité du temps de la n-ième arrivée dans un processus de Poisson a
la densité

fTn(x)dx = (λx)n−1

(n− 1)!
e−λx λdx

9. Soit ai, i = 1, 2, ... une suite des variable aléatoire i.i.d. positives (”interarrivées”), à
distribution exponentielle de paramètre λ, soit An = A(n,λ) = ∑n

i=1 ai, et soit

Nλ(t) = max{n ∈ N : An ≤ t}

le processus de Poisson qui compte le nombre d’arrivées pendant [0, t].
(a) Quelles sont la moyenne, la variance et le cumulant d’ordre k de Nλ(t) ?
(b) Montrer que la loi de An = A(n,λ) a la densité Gamma Γ(n,λ)(t).
(c) Exprimer la probabilité P [Nλ(t) ≤ n comme une probabilité faisant intervenir la

loi de Gamma.
(d) Calculer la moyenne de A(⌈λx⌉,λ), ainsi que sa limite quand λ→∞.
(e) On peut montrer, par l’inégalité de Chebyshev, que

lim
λ→∞

P [Nλ(t) > λx] = 0 si x > t

P [Nλ(t) < λx] = 0 si x < t

Qu’est qu’on peut conclure sur la limite

lim
λ→∞

P [A(⌈λx⌉,λ) ≥ t]?
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(f) Donnez un argument direct (sans s’appuyer sur la distribution de Poisson) pour
calculer la limite

lim
λ→∞

P [Γ(λx,λ) ≥ t].

10. Soit Xt un processus de Poisson de taux λ, les point du quel sont coloriés en K
couleurs, independamment avec des probabilités p1, ..., pK , donnant naissance ainsi
à K processus de comptage X1(t), ..., XK(t). Montrez que X1(t), ..., XK(t) sont des
processus de Poisson independants, avec taux λp1, ..., λpK .

11. Une banque a deux caissières. Trois personnes (A,B, et C) entrent en même temps ; A
et B vont directement aux deux caissières libres et C attend. Quelle est la probabilité
que A soit toujours dans la banque quand les deux autres sont partis, dans les trois
cas suivants :
(a) Les ”temps de service” sont exactement 2 mn pour les deux caissières.
(b) Pour les deux caissières, ce temps est 1,2, ou 3 mn, avec probabilités 1/3 pour

chaque cas.
(c) Les ”temps de service” sont exponentielles a paramètres c1, c2.

Solutions :
1.
2.
3.
4. a) Les nombres des erreurs Ni sur chaque page i sont des variable de Poisson ”coloriée”

avec probabilité 1/n, et donc Ni sont des variables de Poisson de taux λ/n (indepen-
dantes). La probabilité que Ni ≥ 1 est 1 − e−λ/n. b) En décomposant la variable N
comme somme des indicatrices, l’espérance de N = ∑n

i=1 Ni est n(1 − e−λ/n) (en fait,
N a une distribution binomiale, car Ni sont independants, par le théorème de coloriage
des variables Poisson).

5. a) F̄ (r) = e−λπr2 b) fD(r) = 2λπre−λπr2 . c)Le mode de la densité satisfait (1 −
2λπr2)e−λr2 = 0, donc r = 1√

2λπ
. d) ED = 2λ

∫∞
0 r2e−λπr2 En posant λπ = 1

2σ2 ⇔
σ = 1√

2λπ
, on s’aperçoit que notre intégrale est de la forme

∫ ∞

0
r2e− r2

2σ2 dr =
√

2πσ3

2

car elle represente une demi de la variance de la distribution Gaussienne. (On peut aussi
retrouver ce resultat en utilisant l’integration par parties, et en calculant l’intégrale∫∞

0 e− r2
2 dr =

√
π/2 =

∫∞
0
∫∞

r2/2 e
−sdsdr par le théorème de Fubini.) On trouve finale-

ment que l’espérance est

ED = 2λ
√

2π
4λ
√

2λπ
= 1

2
√
λ

6. (a) mT1(s) = µ
µ−s

= 1
1−s/µ

(b) mT (s) = ∑∞
n=1(1− p)pn−1( µ

µ−s
)n = (1− p) µ

µ−s
1

1−p µ
µ−s

= (1−p)µ
(1−p)µ−s
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(c) T est donc une variable aléatoire exponentielle à paramètre (1 − p)µ, qui est
précisement le taux des points ”acceptés” du processus de Poisson ”aminci” des
arrivées non-decouragées.

7. Il s’aĝıt d’un processus de comptage à inter-arrivées exponentielles, donc d’un pro-
cessus de Poisson, a paramètre λ = ∑

i λi.
8.
9. (a) Kk(Nλ(t)) = λt.

(b) P [Nλ(t) ≤ n] = P [An+1 > t].
(c) E[A(⌈λx⌉,λ)] = ⌈λx⌉

λ
→ x

(d) limλ→∞ P [A(⌈λx⌉,λ) ≥ t] = 1I[0,x](t)
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Chapitre 8

Les processus markoviens de saut, en temps continu

Les châınes de Markov constituent un objet mathématique versatile, mais leur puissance
de modélisation atteint son vrai potentiel seulement si on permet aux temps de transition
d’un état à l’autre d’etre des variable aléatoire (plutôt que prendre toujours la valeur 1. On
arrive ainsi à la modélisation en temps continu.

8.1 La proprietè de Markov
Définition 8.1 -Proprietè de Markov Un processus X = (Xt)t≥0 en temps continu et a
éspace d’états E a la proprietè de Markov si, et seulement si ses probabilités conditionnelles
ne depend pas du passé que par le passé imediat, c.-à-d. ∀0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < t ,
ti ∈ R,et∀ei0 , ei1 , ..., eik

, ei ∈ E
P ([Xt = ei] | [Xt0 = ei0 , ..., Xtk

= eik
]) = P ([Xt = ei] | [Xtk

= eik
])

Un processus ayant la proprietè de Markov s’appelle processus de Markov.

Interprétation de la propriété de Markov : si on considère que le processus est indicé par le
temps, cette propriété traduit le fait que le présent ne dépend du passé qu’à travers le passé
immédiat.
Remarque 8.1 Un processus de sauts avec des temps de sauts nonexponentiels n’a pas la
propriété de Markov.
Définition 8.2 Matrices de transition Pour tous 0 ≤ s ≤ t, pour tous i, j dans I, et
pour chaque processus de Markov, on définit les probabilités de transition par :

pij (s, t) = P ([Xt = ej] | [Xs = ei]) .
Définition 8.3 Homogeneité des transitions Un processus est dit homogène si, et
seulement si :

∀ i, j ∈ I , ∀ 0 ≤ s ≤ t , pij (s, t) = pij (0, t− s) .
On note alors pij (s, t)= pij (t− s), et la matrice pij (t) est appelée matrice de transition
après temps t.

Hypothèse de travail : (H1) On ne considérera ici que des processus homogènes.
Un processus de Markov homogène est uniquement specifié par ses des probabilités de tran-
sition après temps t. Pour tout t ≥ 0, on note par

P (t) = (pij (t))i,j∈I

la matrice des probabilités de transition après temps t.
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Remarque 8.2 ∀t ≥ 0 , P (t) est une matrice stochastique (c.-à-d. ∀i, j ∈ I , pij (t) ≥ 0 et
∀i ∈ I, ∑j∈I pij (t) = 1 ).

8.2 Les semigroupes de Markov homogènes
En temps discret, a cause de l’équation de Chapman-Kolmogorov, les matrice des proba-

bilités de transition après temps n avait une structure de semigroup P n, qui était engendré
par la matrice P de transition après temps 1. On retrouve la même structure dans le cas
continu :

Théorème 8.1 Soit (Xt)t≥0 un processus Markovien homogène, à temps continu t ∈ R+.
Alors, les operateurs de transition (P (t))t≥0 forment un semi-groupe stochastique, c’est-à-
dire :

1. P (0) = Id

2. ∀s, t ≥ 0 ,
P (t+ s) = P (t)P (s)

(équations de Chapman-Kolmogorov)

Définition 8.4 Une famille des operateurs satisfaisant les propriétés (1) et (2) du théorème
8.2 est appelée semi-groupe.

Rappelons que dans les semigroupes discrètes de matrices stochastiques indicé par t ∈ N
sont engendrés par P (1) (par la formule P (n) = [P (1)]n).

8.3 La dérivée du semi-groupe en 0 (matrice génératrice)
engendre le semi-groupe

Pour les processus de Markov en temps continu, il n’existe plus un ”temps minimal” d’ob-
servation (comme le t = 1 du cas discrète) ; il est donc moins evident comment générer le
semi-groupe des matrices de transition. Il se trouve que les semigroupes de matrices stochas-
tiques en temps continu sont aussi engendrés par une seule matrice. Comme les propriétés
(1) et (2) du théorème 8.2 sont celles d’une fonction exponentielle, on peut s’attendre par
analogie avec le cas scalaire que la réprésentation desirée sera de la forme

P (t) = etG (8.1)

Exercice 8.1 Montrer, en utilisant (8.1), que la probabilité de se retrouver au point de
départ au temps t pour le processus avec G =

(
−1 1
1 −1

)
est 1+e−2t

2
§ .

La matrice G, appelée générateur est liée aux matrices de transition infinitesimale Ph, avec
h→ 0.

§. Pour le calcul de l’exponentielle d’une matrice, on pourrait utiliser la décomposition de Jordan, ou
la serie de Taylor, ou une resolution du systeme différentiel : Mt = etG ⇔ M0 = I et M ′(t) = G M(t). La
meilleure approche est de remplacer la fonction exponentielle par le polynôme qui l’interpole dans les valeurs
propres de G (au lieu d’utiliser Taylor, qui interpole en 0) ; on vera que cette méthode (qui est specifique
pour la matrice G en question) est en fait exacte !
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Définition 8.5 On appelle générateur d’un semigroupe de Markov sur un espace d’états fini
où denombrable la matrice G donnée par :

G = limt→0+
P (t)− Id

t
= P ′(0) ⇔ P (t) ≈ I + tG, pour t→ 0+ (8.2)

(dérivée de t 7→ P (t) en 0) § .

Plus précisement, la matrice G de ”taux de transition” infinitesimales, ou ”générateur”,
en partant d’un état initial arbitraire X0 = i, est définie par :

{
gij = limt→0+

Pij(t)
t

quand i ̸= j

−gii = limt→0+
1−Pii(t)

t
quand i = j

⇔
{
pij (t) = gijt+ o(t) quand i ̸= j
pii (t) = 1 + giit+ o(t)

Remarque 8.3 On vérifie facilement que G1 = 0, (ou gi,i = −∑j ̸=i gi,j) ssi etG1 = 1 (en
utilisant le developpement etG = I + tG+ t2

2 G
2 + ....

Ainsi, pour j ̸= i alors gij = limt→0+
pij (t)
t
≥ 0 est le taux de passage de l’état ei à l’état

ej, et on a gij ≥ 0 si i ̸= j. Pour j = i, −gii = limt→0+
1− pii (t)

t
≥ 0 est le taux de sortie

de l’état ei, pour t→ 0.

Définition 8.6 a) Une matrice G satisfaisant gij ≥ 0 si i ̸= j est appelée essentiellement
nonnegative. b) Une matrice G essentiellement nonnegative satisfaisant

gi,i = −
∑
j ̸=i

gi,j = 0, ∀i

sera appelée matrice génératrice. c) Une matrice G essentiellement nonnegative et satis-
faisant ∑

j

gi,j ≤ 0

sera appelée sous-génératrice.

Remarque 8.4 En utilisant les equations différentielles du théorème 8.2, on peut verifier
que les elements de etG sont nonnegatives ssi G est une matrice essentiellement nonnegative.

Remarque 8.5 Chaque matrice génératrice G sur un espace d’états fini défini un processus
de Markov de sauts Xt (qui choisi son prochaine état j ̸= i à partir de Xt = i avec probabilités
proportionelles à gi,j, j ̸= i, après un temps exponentiel de paramètre λi = ∑

j ̸=i gi,j), avec
semigroupe etG.

§. Nous supposerons toujours la continuité du semigroupe en 0 :

lim
t→0+

P (t)→Id (8.3)

ou Id denote l’identité, dans quel cas le semi-groupe (P (t))t≥0 est dit standard.
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Exercice 8.2 Donner la matrice de transition G pour un processus de Markov modelisant
la ”competition de n exponentielles/dernière ampoule à s’éteindre” décrite dans l’exercice
??. Soit T le temps quand la dernière ampoule s’éteint. a) Calculez directement FT (t), dans
le cas des taux différents. b) En utilisant un logiciel symbolique, comparer avec le resultat
donné par etG, dans le cas des taux identiques . c) Calculez aussi la fonction de répartition du
temps T1 jusqu’au moment quand il reste une seule ampoule, dans le cas des taux identiques
(*). d) Expliquer pourquoi le cas des taux différents demande un processus de Markov avec
espérance de dimension 2n.

R : c) FT1(t) = (1− e−t)n + ne−t (1− e−t)n−1 = (1− e−t)n−1 (e−t(n− 1) + 1)

Exercice 8.3 a) Pour une matrice (sous)stochastique arbitraire, la matrice G = P − I est
une matrice (sous) génératrice. b) La matrice G = P − I a les mêmes vecteurs propres
comme P , et que ses valeurs propres sont translatées par −1.

Remarque 8.6 Les résultats de la théorie des châınes de Markov en temps discret (comme
les systèmes de Dirichlet –voir ci dessous) peuvent etre formulées également en termes de
P ou de G Mais, l’avantage de la dernière formulation et qu’elle unifie les cas continu et
discret.

8.4 Le calcul de l’exponentielle des matrices : develop-
pement limités, la résolvante, et la décomposition
spectrale

Exercice 8.4 Calculer la puissance n, l’exponentielle ainsi que la résolvante pour une ma-
trice de rang 1,

A = bβ,

où b,β sont respectivement des vecteurs colonne et ligne de taille n.

R : L’exponentielle est etA = I + ekt−1
k

bβ = I + ekt−1
k
A, où k = βb.

Exercice 8.5 a) Calculer la décomposition spectrale pour une matrice de rang 1,

A = bβ,

où b,β sont respectivement des vecteurs colonne et ligne de taille n. b) (**) En suite recal-
culer l’exponentielle en utilisant la décomposition spectrale.

Sol : a) Comme le determinant de A est 0, 0 est une valeur propre de A, avec multiplicité
n− 1 en effet ! Il est aussi facile a verifier que β et b sont des vecteurs propres pour la valeur
propre k = βb. Rappellons la décomposition en matrices de rang 1

A =
∑

i

λidi gi

où λi sont les valeurs propres, qui est valable pour chaque matrice A de dimension n ayant
un ensemble de n vecteurs propres à droite independants di (et donc aussi un ensemble de n
vecteurs propres à gauche independants g′

i). Cela suggère que pour une matrice de rang 1, la

décomposition spectrale est A = D Diag(k, 0, ...0)D−1 :=
(
b1b2...bn

)
Diag(k, 0, ...0)


β1
β2
...
βn


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où b1 = b, où b2, ..., bn pourrait-etre des vecteurs colonne arbitraires, comme ils finiront
multipliées par 0. Par contre, en choisissant une base orthogonale dans l’espace perpendi-
culaire à b simplifiera le calcul des lignes β1,β2, ...,βn de la matrice G = D−1. Comme
elles doivent satisfaire βibj = δ(i − j), le choix d’une base orthogonale pour bi permet de
choisir tout simplement βi = bi, i ≥ 2. Finalement, pour satisfaire β1b = 1, on est obligé de
choisir β1 = k−1β. b) L’exponentielle est etA = ekt

k
bβ +∑

i=2 bib
t
i. Pour recuperer la reponse

anterieure, il faut encore utiliser la décomposition spectrale I = bk−1β +∑
i=2 bib

t
i.

Exercice 8.6 Calculer la puissance k, la ”résolvante” (sI − A)−1, ainsi que l’exponentielle
P (t) = etA, pour une matrice de taille n × n, (par exemple n = 3) A = µI + λU , où
Ui,j = 1j=i+1. En deduire les formules pour

1. λ = 1, µ = 0 ; commenter sur la rélation avec le théorème Cayley Hamilton.
2. Un bloc de Jordan (λ = 1)
3. la matrice génératrice G d’un processus ”série” avec n étapes (ou de Poisson absorbé

en n), où µ = −λ.

8.5 Le calcul de l’exponentielle des semigroupes : les
équations de Kolmogorov

Une troisième méthode de calcul de l’exponentielle exploite la presence de la variable
t, et des équations différentielles ci-dessous. Cela nous permet par exemple de calculer etG

numériquement, en augmentant t à partir de t = 0 (cette mt́hode peut servir aussi pour
calculer eA pour une matrice constante A, en calculant d’abord etA et en posant en suite
t = 1).

t:CK Théorème 8.2 Pour tout t ≥ 0, le semigroupe des matrices de transition P (t) satisfait
1.  P (t)′ = P (t) G (équation Kolmogorov avant)

P (t)′ = G P (t) (équation Kolmogorov arrière ou rétrograde)
où G est le générateur, et P (0) = I. Chaqu’une de ces deux équations est équivalente
à

P (t) = etG.

2. La transformée de Laplace P ∗(s) =
∫∞

0 e−stP (t)dt satisfait

sP ∗(s)− Id = GP ∗(s) = P ∗(s)G⇔ P ∗(s) = (sId −G)−1, ∀s > 0.

La dernière formule est appellé résolvante de G, dans la théorie des operateurs.tc

Dem :
P ′(t) = lim

h→0

P (t+ h)− P (t)
h

= P (t) lim
h→0

P (h)− I
h

= P (t)G

Remarque 8.7 Il y a deux cas qui nous interessent : celui des semigroupes stochastiques,
satisfaisant Pt1 = 1, et celui des semigroupes sous-stochastiques, satisfaisant Pt1 < 1 (avec
G matrice sous-génératrice). Le résultat de la partie 2) est aussi vrai en s = 0 dans le
deuxieme cas (et ne peut pas etre vrai en s = 0 dans le cas contraire). Cela sera utile pour
calculer la distribution et les moments de temps d’atteinte τ .
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Remarque 8.8 1. Les équations de Kolmogorov, formulées ci-dessus dans le cas le plus
simple de processus de sauts (c.-à-d. avec des espaces détats E finis ou dénombrables,
dans quel cas P (t), G sont des matrices), sont valables dans un sens appoprié pour tous
les processus de Markov (par exemple pour les processus de Lévy, qui sont parmi les
outils de modélisation les plus utiles).

2. Dans le cas dénombrable, il faudra ajouter des conditions qui assurent que les sommes,
intégrales, etc., soient bien définis. Une telle condition est supi∈I (−Gii) < +∞.

3. Comme les matrices P (t) = etG doivent etre stochastiques pour chaque t, il découle que
la partie réele des valeurs propres de G doit etre nonpositive.

4. Pour le cas des espaces d’états finies, les equations différentielles de Kolmogorov pour
P (t) calculent la fonction exponentielle matrice etG, et donc admettent toujours des
solutions explicites en fonction des valeurs/vecteurs propres de G. En plus, la fonction
exponentielle de matrice est mise en oeuvre numeriquement dans toutes les logicielles
modernes. Par contre, pour les espace d’états dénombrables, le calcul explicit de P (t)
devient difficile, même pour le cas le plus simple de la file M/M/1 1. Ils restent toujours
les approches numériques, et il y en a beaucoup, comme pour temoigner sur la difficulté
du problème.

5. Pendant que le calcul du semigroupe suppose la connaissance du spectrum, celui de la
résolvante ne le demande pas. Par conséquant, une méthode possible pour le calcul du
semigroupe est de comencer par la résolvante, et ensuite l’inverser numériquement (ou
analytiquement parfois, par exemple en utilisant la décomposition en fractions simples,
dans le cas rationnel).

8.6 Ou sautera la sauterelle ?
Pour comprendre les deplacements d’un processus des sauts en temps continu, (par

exemple pour simuler le processus), il est nécessaire de repondre a deux questions :
1. Ou on va ?
2. Quand on va ?

La prémière question ramène à l’étude de la chaine sous-jacente/discretisée X̂n obtenue
en regardant seulement où est le processus après les moments des transitions Ai, i = 1, 2, ....
Ce processus est evidemment une châıne de Markov (et il peut etre markovien, même quand
le processus initial ne l’est pas).

Exercice 8.7 Soit
Xt = N1,λ(t)−N2,µ(t)

une marche aléatoire qui saute en haut/bas with taux λ/µ. Soit A le moment du premier
saut. a) Quelle est la probabilité que XA+ − XA = 1 ? b) Quelle est la probabilité P [A ≥
t|XA+ −XA = 1] ?

R : a) Supposons que X0 = 0, et que, plus generalement, n types de saut sont possibles,
c.-à-d.

Xt =
n∑

i=1
siNi,λi

(t)

1. Dans ce cas, la transformé de Laplace de P (t) est explicite, et on peut l’inverser, en arrivant a des
combinaisons des fonctions Bessel.
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Soit {ai, i = 1, ..., n} des temps exponentielles independantes à paramètres λi, i = 1, ..., n,
correspondant à la première arrivée du processus de sauts de type i. Alors la variable
a = min{ai, i = 1, ..., n} a une distribution exponentielle de paramètre λ = ∑

i λi, et la
distribution de la variable I qui donne le type qui realise le minimum prend la valeur j a.p.

λj/
∑

λk. (8.4)

Pour la file M/M/1, la châıne discretisée a aussi une structure très simple :

Exercice 8.8 Montrez que pour la file M/M/1 : a) P{X̃n+1 = j|X̃n = i}, quand i ≥ 1
est donné par λ

λ+µ
et µ

λ+µ
si j = i ± 1 et par 0 outrement, et P{X̃n+1 = j|X̃n = 0} est 1 si

j = 1 et 0 outrement (plus tard nous allons généraliser cet exercice et donner une formule
(8.5) pour la châıne discretisé d’un processus des sauts en temps continu arbitraire. b) Le
temps d’attente entre les transitions est exponentiel à paramètre λ+ µ conditionnellement
sur X̃n = i quand i ≥ 1, est exponentiel à paramètre λ conditionnellement sur X̃n = 0.

En conclusion, la ”châıne discretisé” de la file M/M/1 a comme matrice de transition :

P =


0 1 0 · · · · · ·
µ

µ+λ
0 λ

µ+λ
0 · · · · · ·

0 µ
µ+λ

0 λ
µ+λ

0 · · ·
... . . . . . . . . . . . .


ce qui vérifie la formule generale (8.5) ci-dessus.

Exercice 8.9 a) Soit Xt un processus des sauts a trois états. Les taux de transition à partir
de 1 sont λi, i = 2, 3, à partir de 2 elles sont µi, i = 1, 3, et à partir de 3 elles sont νi, i = 1, 2,
Montrez que :

P{X̃n+1 = j|X̃n = i} =


λj∑
k

λk
, si i = 1,

µj∑
k

µk
, si i = 2,

νj∑
k

νk
, si i = 3

b) Plus generalement, montrer que pour des processus de sauts Markoviennes en temps
continu arbitraires, la châıne discretisée prend la valeur j a.p.

gi,j/
∑
j ̸=i

gi,j. (8.5)

8.7 Résolution des èquations Chapman-Kolmogorov pour
le processus de Markov à deux états

On suppose que (Xt)t≥0 est une châıne de Markov homogène à valeurs dans E = {e1, e2},

de générateur G =
(
−α α
β −β

)
avec α, β ≥ 0. On est bien dans les conditions d’applica-

tion du théorème 1-2 (E est fini). La châıne étant simple, on peut résoudre des équations
de Kolmogorov en diagonalisant G. Le polynôme caractéristique PG de G est donné par :
PG (λ) = det (G− λI2) = λ (α+ β + λ) . → 1er cas : α = β = 0 On a G = 0
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donc etG = I2 pour tout t ≥ 0. → 2-ième cas : (α, β) ̸= (0, 0) La matrice G ad-
met 2 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable. Les valeurs propres sont 0 (avec
−→v 1 =

(
1
1

)
comme vecteur propre associé) et − (α + β) (avec −→v 2 =

(
α
−β

)
pour vecteur

propre associé). En posant P =
(

1 α
1 −β

)
, on a P−1 = 1

α + β

(
β α
1 −1

)
et

G = PDP−1 où D =
(

0 0
0 − (α + β)

)
.

En utilisant etD =
(

1 0
0 e−(α+β)t

)
on trouve :

Pt = etG = PetDP−1 = 1
α + β

(
β + αe−(α+β)t α− αe−(α+β)t

β − βe−(α+β)t α + βe−(α+β)t

)

(on peut remarquer que Pt est bien une matrice stochastique). En posant λ = −(α + β) on
arrive à :

Pt = etG = I + etλ − 1
λ

G (8.6)

8.8 Résolution des èquations de Chapman-Kolmogorov
par la méthode de différences finies de Newton
(Putzer) (*)

La formule (8.6) de la section precedente se generalise en fait pour chaque matrice finie
G :

Pt = etG = I + etλ1 − 1
λ1

G+ exp(tλ)[0, λ1, λ2]G(G− λ1) + ...exp(tλ)[0, λ1, ...λj]G(G− λ1)...(G− λj−1)(8.7)

où les différences finies d’une fonction f(x)[x1, , , , xk] sont définies par

f(x)[x1] = f(x1), f(x)[x1, ..., xk] = f(x)[x1, ..., xk−1 − f(x)[x2, ..., xk]]
x1 − xk

et le nombre des termes dans la somme est égal au degré du polynôme caractéristique de G.

Exercice 8.10 Montrez que

lim
x1→z,...,xk→z

f(x)[x1, ..., xk] = f (k)(z)
k!

Rq : 1) La formule (8.7) est valable avec des λi distincts ou pas. Quand il y a confluence
des certaines valeurs propres, les différences finies deviennent des dérivées. En conclusion,
l’exponentielle matricielle est donné par un polynome explicite, quand les valeurs propres
sont connues (par exemple pour des matrices triangulaires ou cycliques). 2) La demonstration
de ce théorème superpuissant est immédiate ! Il suffit de remarquer que le polynôme dans le
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côté droit de (8.7) interpole la fonction exponentielle etλ dans les points λ1 = 0, ..., λn, et que
si deux fonctions f et g (l’exponentielle et le polynôme) coincident sur ”toutes les valeurs
propres” d’une matrice A, alors f(A) = g(A) ! 3) On peut ecrire (8.7) aussi dans la forme :

etG =
n∑

i=1
ri(t)

i−1∏
j=1

(G− λj)

où ri satsifont

r′
1 = λ1r1, r1(0) = 0,

r′
2 = λ2r2 + r1, r2(0) = 0

...

r′
n = λnrn + rn−1, rn(0) = 0

appelée formule de Putzer.
Exercice 8.11 Déduisez la distribution cumulative complementaire de Erlang.

8.9 Résolution des èquations de Chapman-Kolmogorov
pour le processus de Poisson ; le calcul de l’expo-
nentielle des matrices triangulaires

Exercice 8.12 la distribution d’Erlang pour le passage par n phases exponen-
tielles a) Calculer la matrice etG =

(
etB F τ (t)
0 1

)
pour un reseau de n serveurs exponentiels

en serie identiques, avec temps de service Expo(λ), et donc matrice génératrice

G =


−λ λ 0 . . . 0
0 −λ λ . . . 0
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . −λ λ
0 0 0 0 0


b) En deduire la la fonction de répartition du temps de passage d’un client avec distribution
initiale (1, 0, 0, ..., 0) (la loi d’Erlang), en utilisant la formule Fτ (t) = etG(1, n+ 1) .

Ind : a) On peut calculer etB par les équations différentielles de Kolmogorov en raisonnant par
récurrence, ou utiliser le fait que les deux composantes de G = λT−λ(I−En+1) commutent !

Considerons le processus de Poisson Markov homogène (Xt)t≥0 d’intensité λ ≥ 0, de

générateur G =



−λ λ 0 · · · 0
0 −λ λ 0 ...
0 0 −λ . . . 0
... 0 . . . . . .
... ... . . . . . .


Fixons l’état initial i = 0 et posons P0,j(t) =

pj(t). Les équations de Kolmogorov avant P ′ = PG pour la première ligne sont

p′
j(t) =

∑
k ̸=j

pk(t) gk,j − pj(t)
∑
k ̸=j

gj,k
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Note : En ecrivant ces équations comme pj(t + h) =
∑

k ̸=j
pk(t) gk,j h + pj(t)(1 − h

∑
k ̸=j

gj,k) on voit que c’est encore des

équations de conditionnement. Pour le processus de Poisson, ces équations sont :{
p

′
0 (t) = −λp0 (t)
p

′
j (t) = λ (pj−1 (t)− pj (t)) si j ̸= 0

On sait aussi que pj (0) = 0 si j ̸= 0 et p0 (0) = 1. On a donc un système différentiel pour
déterminer les pj, qui peut etre resolue recursivement : → Pour j = 0 :{

p
′
0 (t) = −λp0 (t)
p0 (0) = 1 ⇒ p0 (t) = e−λt

→ Pour j = 1 :{
p

′
1 (t) = λ (p0 (t)− p1 (t))
p1 (0) = 0 ⇔

{
p

′
1 (t) + λp1 (t) = λe−λt (∗)
p1 (0) = 0

t 7→ λte−λt est une solution particulière de (∗) et t 7→ Ce−λt (où C ∈ R) est la solution
générale de p′

1 (t) + λp1 (t) = 0 donc t 7→ (C + λt) e−λt est la solution générale de (∗). De
plus, on doit avoir p1 (0) = 0 donc C = 0 et on a p1 (t) = e−λtλt. → Raisonnons alors par
récurrence. Supposons que pour j dans N, pj (t) = e−λt (λt)j

j! et déterminons pj+1. On a :{
p

′
j+1 (t) = λ (pj (t)− pj+1 (t))
pj+1 (0) = 0 ⇔

{
p

′
j+1 (t) + λpj+1 (t) = e−λt tjλj+1

j! (∗∗)
pj+1 (0) = 0

t 7→ Ke−λt (où K ∈ R) est la solution générale de p′
j+1 (t) + λpj+1 (t) = 0 et t 7→ λj+1tj+1

(j+1)! e
−λt

est une solution particulière de (∗∗) donc t 7→
(
K + λj+1tj+1

(j+1)!

)
e−λt est la solution générale

de (∗∗). Or pj+1 (0) = 0 d’où K = 0 et on obtient : pj+1 (t) = (λt)j+1

(j+1)! e
−λt ce qui recupère

la distribution Poisson (en eclaircissant la provenance de la terminologie ”processsus de
Poisson”). Nous venons de redémontrer que pour un processus de Poisson (Xt)t≥0 d’intensité
λ > 0, la variable aléatoire Xt suit pour tout t > 0 une loi de Poisson de paramètre λt.
Exercice 8.13 Recalculez les probabilités de transition du processus de Poisson par la
méthode des fonctions génératrices.

Remarque : 1) La solution recursive ci-dessus s’appuie sur la structure triangulaire du
générateur, et peut-etre aussi implementé pour tout processus de ”Poisson composé de nais-
sance pure” (permettant la naissance de jumeaux, etc). Le calcul peut-etre simplifié en
començant par la substitution pk(t) = e−λktPk(t), ou λk est le taux total de naissance en état
k. Il s’avère que Pj (t) sont des polynômes, faciles a obtenir recursivement.
Exercice 8.14 Recalculez les probabilités de transition du processus de Poisson par cette
substitution.

Solution : Les équations de Kolmogorov pour le processus de Poisson deviennent après la
substitution : {

P
′
0 (t) = 0, P0 (0) = 1
P

′
j (t) = λPj−1 (t) , Pj (0) = 0 si j ̸= 0

Il suit que P0 (t) = 1, et integrations succesives donnent Pj (t) = (λt)j

j! .
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Chapitre 9

Les processus de naissance et de mort et les files d’attente

Les processus Markoviens de saut les plus simples sont les processus ”de naissance et de
mort”, qui n’augmentent et ne diminuent jamais avec plus d’une unité, et qui se deplacent
sur Z et N toujours aux voisins, ”sans sauter position”. La notation traditionelle des taux
de naissance (ou de croissance) est λi et celle des taux de mort (ou de décroissance) µi. La
façon la plus simple de definir de processus de Markov en temps continu est à travers leurs
taux de transition, analogues au taux λ du processus de Poisson.

Définition 9.1 On appelle processus de naissance et mort une châıne de Markov homogène
à temps continu (Xt)t≥0 , à valeurs dans N telle que :

∀i, j ∈ N , ∀h > 0 ,

Pij (h) = P ([Xt+h = j] | [Xt = i]) =


λih+ o (h) si j = i+ 1 1

µih+ o (h) si j = i− 1
1− (λi + µi)h+ o (h) si j = i
o (h) sinon

Autrement dit, le générateur d’un processus de naissance et mort de taux de naissance λi et
de taux de mort µi est donné par une matrice tridiagonale :

G =


−λ0 λ0 0 · · ·
µ1 − (λ1 + µ1) λ1 0
0 µ2 − (λ2 + µ2) λ2 0
... 0 . . . . . .

. . . . . . . . .


(dans le cas i ∈ N la matrice G est ”semi-infinie”, et dans le cas i ∈ Z elle est infinie).

• Si tous les λi sont nuls, on parle de processus de mort. • Si tous les µi sont nuls, on parle
de processus de naissance.

Exemple 9.1 Le processus de Poisson d’intensité λ (∀i ∈ N , λi = λ).

Dans les applications on rencontre surtout le cas oú Xt ∈ {0, 1, 2, ..}, un exemple proeminent
étant le nombre de clients qui attendent leur service à un guichet, ou dans un centre d’appels
(comme ces processus sont à valeurs dans N, on a forcément µ0 = 0). Un autre domaine
ou on utilise les processus de naissance et mort sont les modèles de population, qui
modélisent l’effectif Xt d’une population à l’instant t. Par exemple, pour modéliser une
croissance/decroissane linéaires avec (ou sans) immigration et avec (ou sans) émigration, on
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utilisera : → ∀i ∈ N, λi = λi+ a avec λ > 0 et a > 0 (processus avec immigration) ou a = 0
(processus sans immigration) → ∀i ∈ N∗ , µi = µi + b avec µ > 0 et b > 0 (processus avec
émigration) ou b = 0 (processus sans émigration).

Exemple 9.2 Le cas des taux constants λi = λ, µi = µ, ∀i ∈ Z donne des marches aléatoires
Xt en temps continu (analogues des marches aléatoires simples discrètes). Ces processus
peuvent etre décomposés comme une somme

Xt = N1,λ(t)−N2,µ(t)

où les deux composantes sont indepedantes, ce qui implique une formule explicite de convo-
lution pour les probabilités de transition

P0[Xt = k] =
∞∑

l=0
P [N1,λ(t) = k + l] + P [N2,µ(t) = l]

Les cas λ > µ et λ < µ sont transientes (avec ”fuite” vers ∞ et −∞, respectivement), et le
cas λ = µ est null-recurrent, (avec ”fuite” vers ±∞, et ”retour”).

9.1 Les files d’attente
Parmi les modèles Markoviens les plus étudiés sont les files d’attente M(λ)/M(c)/s/s+K,

où s répresente le nombre des serveurs, K ∈ N est le nb des places d’attente disponibles,
et la lettre M (pour Markov) indique une distribution exponentielle de temps de service et
entre les arrivées. Les taux de transition sont gi,i+1 = λi, gi,i−1 = µi = min(sµ, iµ).

Le problème est le suivant : des ”clients” arrivent en suivant une certaine loi de pro-
babilité pour obtenir un ”service” dont la durée est elle-même modélisée par une autre loi
de probabilité. La file dispose d’un nombre 1 ≤ s ≤ ∞ des ”serveurs” et de K places
supplémentaires d’attente (ainsi,la capacité totale du système est s+K). Dans cette appli-
cation, la modélisation stochastique est plus aisée en temps continu. Soit Nt ∈ N, t ∈ R le
nombre total des clients dans le système (en attente ou en service) à l’instant t. Pour une file
d’attente, les seuls transitions possibles de Nt sont l’ajout/départ d’un client. Notation de
Kendall. Kendall appelle un processus Nt ∈ N, t ∈ R ”file M/M/s/K” si Nt est un processus
de naissance et mort, et - il y a s serveurs - la taille de la salle d’attente est de K places. - les
temps Ai entre les arrivée des clients et les temps de service Bi suivent des lois exponentielles
(traditionellement, le taux d’arrivée/départ sont denoté par λ, µ) et sont independantes, le M
étant une abbreviation de Markovien. Si les temps d’arrivée sont simplement independantes,
on remplace le M par G(énérale), et s’ils sont de type phase, on remplace le M par Ph(ase).
La file d’attente M/M/1 a, en plus par rapport au processus de Poisson, aussi des ”morts”,
le taux desquelles est traditionellement denoté par µ. Ainsi, elle est characterisé par les taux
infinitesimales gi,i+i = λ, gi,i−i = µ, g0 = λ, gi = λ+ µ et sa matrice génératrice est :

G =



−λ λ 0 · · ·
µ − (λ+ µ) λ 0
0 µ − (λ+ µ) λ 0
... 0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . .


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Exemple 9.3 La matrice génératrice de la file M/M/2 est :

G =


−λ λ 0 · · ·
µ −λ− µ λ 0
0 2µ −λ− 2µ λ 0
... 0 2µ −λ− 2µ λ

. . . . . . . . . . . .


Exemple 9.4 La matrice génératrice de la file M/M/3 est :

G =


−λ λ 0 · · ·
µ −λ− µ λ 0
0 2µ −λ− 2µ λ 0
... 0 3µ −λ− 3µ λ

. . . . . . . . . . . .


Les distributions stationnaires des files d’attente sont assez faciles a calculer, mais les

probabilités de transition sont (relativement) simples seulement dans les cas s =∞ et s = 1.
Autres exemples : 1) Pour la file M/M/1/K on a λi = λ, i = 0, 1, ..., K, λK+1 = 0. 2)

Pour la file M/M/s/K, on a µi = iµ, i = 1, ..., s, λi = λ, i = 0, 1, ..., s + K − 1, λs+K = 0
Rémarque : Dans tous ces cas, le générateur est donné par une matrice tridiagonale
”presque” Toeplitz, c.-à-d. avec diagonales constantes, au moins à une certaine distance
des frontières.

9.2 Distribution stationnaire et comportement asymp-
totique

Proposition 9.1 Un processus de naissance et mort de taux de naissance λi, i ∈ N et de
taux de mort µi, i ∈ N est irréductible si, et seulement si :

∀i ∈ N , λi ̸= 0 et ∀i ∈ N∗ , µi ̸= 0.

Démonstration : si ∀i ∈ N , λi ̸= 0 et ∀i ∈ N∗ , µi ̸= 0 alors toutes les transitions sont
possibles. Par contre, si l’un des réels λi0 ou µi0 est nul, une des transitions devient impossible,
et on voit que la reunion des classes de communication contenant des elements a gauche de i0
et celle contenant des elements a droite de i0 ne peuvent pas communiquer. Alors, l’ensemble
des classes de communication a au moins deux elements.

La distribution stationnaire est une des caractéristiques les plus faciles à calculer des
processus de Markov.
Définition 9.2 On dit qu’un vecteur π = (πi)i∈I est une distribution stationnaire si, et
seulement si (1) π est un vecteur de probabilité, c’est-à-dire :

∀i ∈ I , πi ≥ 0 et
∑
i∈I

πi = 1

(2) ∀t ≥ 0 , π = πPt.

Théorème 9.1 (admis) Soit (Xt)t≥0 un processus Markovien de sauts en temps continu,
homogène, de semi-groupe Pt = etG ”regulier” (qui saute p.s. un nb. fini des fois en chaque
interval fini).
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1. Pour tout t ≥ 0, il y a équivalence entre :

(1) ∀t ≥ 0 , π = πPt (π vecteur propre de Pt a gauche pour la valeur propre 1)

(2) πG = 0 (π vecteur propre de G a gauche pour la valeur propre 0).

2. Si le semigroupe est aussi ”mélangeant”, c.-à-d. si :

∃t > 0 tel que pij (t) > 0,∀i, j ∈ I

(ça implique la nonperiodicité et irréducibilité)(Pt)t≥0, alors (3) Si π est une distri-
bution stationnaire alors (le cas érgodique) on a : ∀i, j ∈ I , limt→+∞ pij (t) = πj (4)
S’il n’existe pas de distribution stationnaire alors : ∀i, j ∈ I , limt→+∞ pij (t) = 0

Démonstration : 1) : πG = 0 ⇒ ∀n ≥ 1 , πGn = 0 donc ∀t ≥ 0 π∑n≥1
tn

n!G
n = 0 d’où :

π etG = πPt = π Réciproquement, supposons que ∀t ≥ 0 , πPt = π. On a alors : ∀t ≥
0 , πPt = πetG = π. En dérivant par rapport à t , on obtient : πGetG = 0 et en prenant
t = 0, on en déduit que πG = 0 d’où πG = 0. Remarques : 1) Pour un espace d’états fini,
l’existence des solutions du système linéaire π G = 0, ou π est un vecteur des probabilités,
est toujours garantie par le théorème de Perron-Frobenius. 2) Le deuxième cas ci-dessus (qui
n’aparaissait pas pour les espace d’états finis) arrive toujours si la loi des grands nombres
implique une ”fuite” du processus vers l’infini, et aussi dans le cas des processus recurents
nuls. Reciproquement, pour pour un espace d’états infini, l’existance des solutions nonnulles
(cas 1. ci-dessus) est assurée si le système ”ne s’enfuit pas vers ∞”. 3) Les équations de
stationarité dans la forme ∑

j ̸=i

πjGj,i = −πiGi,i = πi

∑
j ̸=i

Gi,j (9.1)

ont l’interpretation d’une égalité entre le ”flux entrant” en i et le ”flux sortant” de i, où
”flux” designe le taux de passage en/de i. 4) Parfois, un système plus simple ”déquilibre
partiel/local/ réversible”

πiGi,j = πjGj,i (9.2)

est satisfait. Ces équations ont l’interpretation d’une égalité entre le flux de i a j et celui de
j a i. Evidemment, ce système implique (9.1) et donc l’equilibre global πG = 0. Le système
d’équilibre local est beaucoup plus simple à résoudre (quand il admet des solutions). Pour
les processus de naissance et mort par exemple, le calcul de la distribution stationnaire se
reduit toujours aux équations déquilibre local (9.2). On a une récurrence de premier ordre,
avec solution explicite :

πn λn = πn+1 µn+1 ⇔ πn+1 = πnρn+1 ⇔ πn = π0

n∏
i=1

ρi, ρi = λi

µi+1

Exercice 9.1 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans les files sui-
vantes.

1. M/M/1 (R : πn = (1− ρ)ρn, ρ < 1)
2. (*) Recalculez la distribution stationnaire précédente par la méthode des fonctions

génératrices. (R : π(z) = π0
µ(z−1−1)

µ(z−1−1)λ(z−1) = π0
µ

µ−λz
= 1−ρ

1−ρz
, car π(1) = 1).
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3. M/M/2/0 (R : πn = ρn/n!∑2
j=0 ρj/j!

, n = 0, 1, 2)

L’étude de files d’attente a comencé par le calcul d’Erlang (1907) de la probabilité de perte de
la file M/M/s/0. En terminologie moderne, ça revienne au calcul de la probabilité stationnaire
π(s) de cette file.

Exercice 9.2 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans les files sui-
vantes.

1. M/M/s/0 (R : πn = π0
ρn

n! = ρn/n!∑
j

ρj/j! , n = 0, ..., s)

2. M/M/s/∞ (R : πn = e−ρ ρn

n! , ρ > 0)

Un mecanisme de stabilization des files instables est le rejet des clients. Une méthode possible
est le rejet aléatoire, avec une probabilité bn dependant du nombre n des clients presents.

Exercice 9.3 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file M/M/1/∞
avec rejet (”balking”), avec probabilité d’entrer an = 1− bn = 1

n+1 (*) Montrez que cette file
est stable si limn→∞ an = 0.

Exercice 9.4 (*) Calculez la distribution stationnaire des files G/M/1 et M/G/1 en temps
discret, par la méthode des fonctions génératrices.

Notes : 1) Rémarques : Il est souvent plus convenable d’utiliser la ”forme operateurielle”
du générateur :

(Gv)(x) = λi(v(x+ 1)− v(x) + µi(v(x− 1)− v(x)

2) La file M/M/1 est ”stable” (c.-à-d. a une distribution stationnaire de masse finie) ssi
ρ < 1 ⇔ EZi = λ − µ < 0. Cette condition est déjà evidente pour la châıne en temps
discret Xn = ∑n

1 Zi, où Zi = ±1 avec probabilités λ, µ tq λ + µ = 1, et avec l’increment
Zi ”censuré”, i.e obligé d’etre 0 au lieu de −1, quand Xn = 0. Le manque d’ergodicité est
assurée si λ > µ, par la loi des grandes nb. 3) En généralisant, une marche Xn = ∑

Zi en
temps discret contrainte de rester en N sera stable ssi EZi = ∑

kpk < 0, et la condition
analogue ∑ kλk < 0 assure la stabilité en temps continu. 4) La file M/M/∞ est toujours
stable.
Exercice 9.5 Soit X,Xq le nombre stationnaires de clients dans une file M/M/1, et le
nombre de clients qui attendent d’etre servis dans la file. Calculez EX, EXq, VarX et VarXq.

9.3 Mesures de performance des files d’attente
Quelques variables aléatoires interessantes pour les files d’attente qu’on veut étudier

sont :
1. La longueur de la file d’attente Nq(t) (des ”clients” qui n’ont pas encore commençé

leur service) à l’instant t
2. le nombre total des clients dans le système N(t) (en attente ou en service) à

l’instant t. Dans le cas Markovien, ces deux variables sont des processus de naissance
et mort.

3. La longueur du temps d’attente dans la file Wq(t) (avant de commençér le service).
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4. La longueur totale du temps dans le système W (t) (attente dans la file + service).
Pour ces quantités et aussi d’autres, on s’interesse en :

1. la distribution stationaire, trouvé par ”les équations d’équilibre” πG = 0.
2. les distributions ”transientes” au temps t, trouvé par ”les équations de semigroupe de

Kolmogorov”
3. mesures de performance nonstationnaires, consistants des diverses ”coùts” depen-

dant de l’état initial x, jusqu’aux certains temps d’arret T importants, comme :
(a) le temps de premier passage par 0, defini par T0 = inf{t ≥ 0 : Xt ≤ 0}. Par

exemple, on s’interesse en le ”coùt totale de vidage” c(x) = Ex
∫ T0

0 Xsds, et en
le coùt de vidage discompté cδ(x) = Ex

∫ T
0 e−δsXsds. Pour x = 1, le temps T0

s’appelle periode occupé (”busy period”).
(b) le temps de premier passage par la capacité maximale K de la salle d’attente,

defini par TK = inf{t ≥ 0 : Xt ≥ K}.
Ces quantités sont trouvé par ”les équations de Dirichlet/Feynman-Kac” : prix-
final (homogène), coùt cumulative (non homogène), coùt cumulative discompté, et
d’autres...

Les distributions transientes sont assez difficiles a trouver (sauf par des approches numériques).
Quand le but est d’obtenir une comprehension qualitative (l’influence des diverses pa-
ramètres) des phenomenes d’attente, les objets principaux d’étude sont les mesures de per-
formance stationnaires et nonstationnaires.
Exercice 9.6 Calculez la fonction de survie F̄ (x) = F̄W (x) (probabilité que la variable soit
plus grande que x) stationnaire du temps total de service et la fonction de survie F̄q(x) =
F̄Wq(x)du temps d’attente dans la file, ainsi que leurs transformées de Laplace et les delais
moyens (espérances) dans les files : a) M/M/1 (F̄ (x) = e(λ−µ)x, F̄q(x) = ρe(λ−µ)x,EW =

1
µ−λ

,EWq = ρ
µ−λ

) b) M/M/c (F̄q(x) = πc
1

1−ρ/c
e(λ−cµ)x)

Solution : a)

F̄q(x) =
∞∑

k=0
πkĒ

(µ)
k (x) =

∞∑
k=1

πke
−µx

∑
0≤i≤k−1

(µx)i

i!

= e−µx
∞∑

i=0

(µx)i

i!
∑

k≥i+1
πk = ρe−µx

∞∑
i=0

(λx)i

i!
= ρe(λ−µ)x

b) Soit µc := cµ, ρc := λ
µc

.

F̄q(x) =
∞∑
l=c

πlĒ
(µc)
l−c+1(x) =

∞∑
k=0

πc+ke
−µcx

∑
0≤i≤k

(µcx)i

i!

= e−µcx
∞∑

i=0

(µcx)i

i!
∑
k≥i

πcρ
k
c = πc

1
1− ρc

e−µx
∞∑

i=0

(λx)i

i!
= πc

1
1− ρ/c

e(λ−µc)x

Notes : Ces calcules sont basés sur la disponibilité des distributions jointes PS[N(t) =
k,Wq ∈ [x, x + dx]] = λ(1 − ρ)e−µx (λx)k−1

(k−1)! . 2) Clairement, les attentes dans la file M/M/c
sont distribuées effectivement comme dans une file M/M/1 avec paramètre µc, qui est active
seulement une proportion πc de temps.
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Remarque 9.1 On peut verifier dans ces exemples les égalités

N̄ = λW̄ , N̄q = λW̄q, E[nb. des serveurs utilisés] = λE[S] = ρ

Ces sont des cas particuliers de la loi de Little (qui est valable aussi pour les files avec
clients refusés, juste en remplaçant λ par λaccepté.

9.4 Problèmes de premier passage pour la file M/M/1
ex:MM1 Exemple 9.5 Quelques problèmes de premier passage pour la file M/M/1.

1. ”Coùt de congestion stationnaire” de la file M/M/1. Calculez le coùt de conges-
tion moyen stationnaire γ = EssXt de la file M/M/1.

2. ”Coùt de vidage espéré” la file M/M/1. Obtenez et resolvez l’équation de
récurrence pour le coùt de vidage c(x) = Ex

∫ T
0 Xsds, ou T = T0. Montrez que

c(x) = t(x)(x+ 1
2

+ γ)

ou γ = EssXt est le coùt moyen stationnaire de la file M/M/1. Donnez une interpreta-
tion probabiliste de la partie w(x) = t(x)x+1

2 = c(x)− γt(x).
3. Obtenez et resolvez l’équation de récurrence pour le coùt de vidage discompté

cδ(x) = Ex

∫ T

0
e−δsXsds

Trouvez aussi la limite b(x) (”biais”) de la dernière fonction quand δ → 0. Est-ce que
la limite commute avec l’éspérance ?

4. Calculez pour la file M/M/1 le ”coùt relatif” au coùt stationnaire cr(x), c.-à-d. la
solution de l’equation de Poisson

Gcr(x) + (x− γ) = 0 ∀x, cr(0) = 0, cr(x)(”temperèe à∞”)

et comparez avec la limite precedente b(x).
5. Calculez la mesure d’occupation

mx(k) = Ex

∫ T0

0
1{Xt=k}dt

Indication : Obtenez d’abord la fonction generatrice M(x) = ∑
k z

kmx(k) = Ex
∫ T0

0 zXtdt.
6. Calculez la mesure d’occupation rélative mr,x(k), en commençant par la solution

de l’equation de Poisson

GMr(x) + (zx − ESSzXt) = 0 ∀x, Mr(0) = 0, Mr(x)(”temperèe à∞”)

et comparez avec le résultat precedent.
7. Calculez, en conditionnant après un petit intervalle dt, ou après le temps de la

première arrivée en 0, le ”coùt total discompté vδ(x) = Ex
∫∞

0 e−δsXsds, et la li-
mite limδ→0 vδ(x).
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Solution : Soit (Gp)x = λ( px+1 − px) + µ (px−1 − px) En conditionnant apres un petit
intervalle dt, on trouve :

1. En utilisant γ = ∑
i i(1− ρ)ρi où ρ = λ/µ, on trouve :

γ = ρ

1− ρ
= λ

µ− λ

2. Pour c(x) = Ex[
∫ T

0 X(t)dt] (coùt totale de stockage) on trouve

(Gc)(x) + x = 0
c(0) = 0
c(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

Comme Gx = λ − µ et Gx2 = 2x(λ − µ) + λ + µ, on trouve par la méthode des
coefficients indeterminés que la solution est c(x) = x2

2(µ−λ) +
x(µ+λ)
2(µ−λ)2 On trouve que c(x) =

cr(x) + γt(x). Interpretation : La première partie, cr(x) = t(x)(x+1
2 ) est la solution

”fluide”, qui utilise precisement la moyenne arithmetique des valeurs (x, x − 1, ..., 1),
comme si avant le vidage on aurait visité seulement ces valeurs, pour des durées de
temps égaux. La deuxième partie sugère un ”remplacement de la valeur moyenne a
long terme 0 (”vue de loin”) dans la solution fluide par la valeur moyenne réelle a long
terme γ.

3. Pour cδ(x) = Ex
∫ T

0 e−δsXsds on trouve

(Gc)(x)− δc+ x = 0
c(0) = 0
c(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

avec la solution cδ(x) = x
δ

+ λ−µ
δ2 (1 − zx), ou z = E1e−δT0 . Pour la limite, on utilise

limδ→0
1−z

δ
= 1

µ−λ
, limδ→0

1−zi

δ
= i

µ−λ
. Alors

b(x) = lim cδ(x) =
x+ (λ− µ)1−z

δ
1−zx

1−z

δ

≈
∑x−1

i=0 (1− zi))
δ

= x(x− 1)
2(µ− λ)

4. Pour vδ(x) = Ex
∫∞

0 e−δsXsds on trouve

(Gv)(x)− δv(x) + x = 0

v(0) = λ

λ+ δ
v(1)

v(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞
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Tenant compte de vδ(x) = cδ(x) + zxv(0), on trouve que v(0) = λ(1−z)
δ2 et finalement

v(x) = x

δ
+ λ− µ

δ2 + zxµ− λz
δ2 = x

δ
+ λ− µ

δ2 + z(x+1)

δ(1− z)

= x

δ
+ λ− µ

δ2 + zxµ− λz
δ2 = δ−1(

x∑
i=1

(1− zi)− 1) + λ− µ
δ2 + 1

δ(1− z)

= δ−1(
x∑

i=1
(1− zi)) + λ− µ

δ2 + δz

δ2(1− z)
= w(x)???

5. Comme en 1a), en utilisant aussi l’équation ”de continuation” en 0 λcr(1) = γ, on
trouve cr(x) = x(x+1)

2(µ−λ) . Ainsi, cr(x) = b(x+ 1) et on trouve aussi cr(x) = c(x)− γt(x)
(on peut calculer γ plus directement, en partant de proprietes de cr(x), comme le
minimum a x = −1/2 ? ? ?)

6. Pour M(x) = Ex
∫ T

0 zXsds, z ≤ 1 on trouve :

(GM)(x) + zx = 0
mu(0) = 0
M(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

Comme Gzx = zx(λ(z−1)+µ(z−1−1)) := zx κ(z) où κ(z) := (λ(z−1)+µ(z−1−1)) =
(µz−1 − λ)(1− z) = z−1(µ− λz)(1− z), on trouve que :

M(x) = 1− zx

κ(z)
= z − zx+1

(µ− λz)(1− z)
= z − zx+1

µ− λ
( 1
1− z

− λ

µ− λz
)

= z − zx+1

µ− λ
( 1
1− z

− ρ

1− ρz
) = z − zx+1

µ− λ

∞∑
k=0

zk(1− ρk+1)

=
x∑

k=1
zk 1− ρk

µ− λ
+

∞∑
k=x+1

zk ρ
k−x − ρk

µ− λ

En conclusion, en inversant la transformé on voit que la mesure d’occupation est crois-
sante et approximativement uniforme mx(k) ≈ 1−ρk

µ−λ
sur {1, x}, et la difference entre

une géométrique deplacé en x+ 1 et une géométrique (donc approximativement 0) sur
{x+ 1,∞}. On a obtenu donc ici et un rafinement exact de l’approximation fluide !

Exercice 9.7 Repetez les questions de l’exemple 9.5 pour la file M/M/∞.

Exercice 9.8 Repetez les questions de l’exemple 9.5 pour une file Brownien Bµ,σ2(t)(directement,
ou en choisissant des parametres λ, µ → 1

2 tel que la file M/M/1 approxime un mouvement
Brownien).

Exercice 9.9 Repetez les questions de l’exemple 9.5 pour un réseaux des deux files M/M/1
en tandème.

Le temps d’attente offert On peut obtenir une formule générale pour le ”temps d’attente
offert (travail qui reste) stationnaire” W (t) dans la file M/G/1 (W (t) est un processus de
Lévy réflechi). On obtient la fameuse formule de Benes-Pollaczek-Khinchin, que nous verrons
aussi dans le contexte de l’actuariat.
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9.5 Les formules d’Erlang A,B,C (*)
Le premier resultat resultat d’interet pratique dans la theorie des files d’attente est due

a Erlang (1921), qui a calcule la probabilité de perte (que les nouveaux arrivés ne trouvent
pas de place) pour la file M/M/s/0.

Exercice 9.10 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans les files sui-
vantes. En particulier, obtenez la probabilité α := P [Wq > 0] qu’une nouvelle arrivée doit
attendre (c.-à-d. que le système n’a pas des serveurs libres), comme fonction de ”l’intensité
du traffic offert” ρ = λ

µ
. Trouvez aussi le nombre moyen de clients en attente et dans la file.

a) M/M/s/0 b) M/M/s c) M/M/s/K

Solutions : a) M/M/c/0.

B(c, ρ) := πc =
ρc

c!∑c
n=0

ρn

n!

Cette ”probabilité de perte” obtenue par Erlang(1921), est appelée la formule Erlang-B. b)
M/M/c.

πn =

πc(ρ
c
)n−c, n ≥ c

π0
ρn

n! , n ≤ c,

où π−1
0 = ∑c−1

n=0
ρn

n! + ρc

c!
1

1−ρ/c
∼ eρ pour grand c, et ”l’intensité du traffic offert per serveur”

satisfait ρc := ρ
c
≤ 1. Pour n ≤ c, c → ∞, πn ∼ e−ρ ρn

n! , c.-à-d. le nb. des clients=nb. des
serveurs utilisés est approximativement Poisson !

α = C(c, ρ) :=
ρc

c!
1

1−ρ/c∑c−1
n=0

ρn

n! + ρc

c!
1

1−ρ/c

=
ρc

(c−1)!
1

c−ρ∑c−1
n=0

ρn

n! + ρc

(c−1)!
1

c−ρ

= 1
1 + (1− ρ/c)B(c− 1, ρ)−1

La ”probabilité d’attendre” α est appelée la formule Erlang-C, et elle sert de ”base” dans
d’autres formules. Par exemple,

ENq = C(c, ρ) ρ

c− ρ
EN = ρ+ C(c, ρ) ρ

c− ρ

et le temps moyen d’attente est EWq = C(c, ρ)µ−1

c−ρ
(par la formule de Little).

Exercice 9.11 a) Quelles sont les limites limρ→0 B(c, ρ), limρ→∞ B(c, ρ) quand c est fixe ?
b) Determinez la limite de B(c, ρ = ψc) quand c→∞ et ψ est fixe, dans les cas ψ < 1(c >
ρ), ψ > 1(c < ρ). c) Determinez la limite de B(c, ρ) et l’approximation asymptotique de
α = P [W > 0] quand ρ = c− β

√
c, avec β fixe.

Sol : b) Par l’approximation normale,

B(c, ρ) = P [Pρ = c]
P [Pρ ≤ c]

∼
P
[
N ∈ [ c−.5−ρ√

ρ
, c+.5−ρ√

ρ
]
]

P
[
N ≤ c+.5−ρ√

ρ

] =
ϕ( c−ρ√

ρ
)

√
ρΦ( c−ρ√

ρ
)
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Pour c−ρ√
ρ

= β, ψ < 1, ψ > 1, on trouve respectivement

B(c, ρ) ∼


ϕ(β)√
ρ Φ(β)
ϕ(∞)√
ρΦ(∞) = 0

∞×1 = 0
limx→−∞

ϕ(x)
−xΦ(x) = limx→∞

ϕ(x)
xΦ̄(x) = 1

.

c) par l’approximation normale,

α = 1
1 + (1− ρ/c)B(c− 1, ρ)−1

∼ 1
1 + β√

c
Φ(β)

√
c

ϕ(β)

= 1
1 + β Φ(β)

ϕ(β)

(9.3)

Exercice 9.12 Montrez que B(c, ρ)−1 = ρ−c−1eργ̄(s + 1, ρ) où γ̄(s + 1, ρ) =
∫∞

ρ use−udu.
Reobtenez la limite de B(c, ρ) quand c → ∞ et ρ = c − β

√
c avec β fixe, par la méthode

d’approximation de Laplace.

La question cruciale pour une file est le choix du nb des serveurs c qui seront affectés. Pour
stabilité, dans l’absence des abandons, il est nécessaire que ρ ≤ c. Pour β, ϵ = 1 − ψ fixes,
les ”staffing rules”

c =


ρ+ cϵ

ρ− cϵ(possible dans la presence des abandons)
ρ+√ρβ

(9.4)

sont appellés respectivement ”QD” (Quality Driven), ”ED” (Efficiency Driven) et ”QED”
(Quality and Efficiency Driven). Dans le premier regime, le nb. des serveurs utilisés S est
asymptotiquement Poisson avec moyenne ρ (avec une proportion 1 − ρ

c
= β des serveurs

nonutilisés) ; dans le dernier, la file est bien approximé par une diffusion affine OU en mode
nonsaturé et, par une diffusion avec tendance constante en mode saturé (essentiellement, on
remplace la distribution Poisson par son approximation normale). Cela nous permet dans
ce regime de quantifier approximativement la relation entre le ”staffing” paramètre β est la
probabilité d’avoir à attendre

α = PS[W > 0] = P [S ≥ c] = P [S − ρ
ρ
≥ β] = Φ̄(β),

dans l’absence des abandons. Cette relation a été peaufiné à (9.3) par Halfin et Whitt (1981).
Recemment, Garnett & al (2002) ont fourni une généralisation (9.5) tenant compte des
abandons.
Exercice 9.13 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file avec
abandon exponentiel Erlang A (ou M/M/c/+M).

Solution : Soit µc = cµ. En utilisant les taux de départ µc+j = µc + jθ, j = 1, 2, ..., on
obtient

πc+k = πc

k∏
i=1

λ

µc + jθ
= π0

ρc

c!

k∏
i=1

λ

µc + jθ
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avec la constante de normalization

π−1
0 =

c−1∑
i=0

ρi

i!
+ ρc

c!

∞∑
k=0

k∏
i=1

λ/θ

µc/θ + j
=

c−1∑
i=0

ρi

i!
+ ρc

c! 1F1

((
1

µc/θ + 1

)
,
λ

θ

)

étant une serie hypergeometrique. Pour le calcul, on peut profiter de l’identité

1F1

((
1

a+ 1

)
, x

)
= aexx−aγ(a, x)

où γ(a, x) est la fonction γ incomplète. Note : La relation asymptotique en regime QED
obtenue par Garnett et al, et généralisée plus tard pour la file M/M/c+G par Mandelbaum
et Zeltyn est :

α =

1 +
√
θ/µ

h(β/
√
θ/µ)

h(−β)

−1

(9.5)

Comme la formule exacte est déjà assez compliquée pour la file M/M/c+M, il devient inter-
essant d’utiliser l’approximation de diffusion pour la file M/M/c+G, et d’utiliser la distribu-
tion stationnaire de la limite (Garnett). Mais, la méthode d’approximation de Laplace reste
competitive (Mandelbaum et Zeltyn).

Exercice 9.14 Calculez la distribution stationnaire du nombre de clients dans une file avec
service ”bulk” de maximum b clients.

Exercice 9.15 a) Formulez les équations d’équilibre pour la distribution stationnaire du
nombre de clients en attente dans une file M(λ1)/M(λ−1)/1, où il y aussi des arrivées des
couples, avec taux λ2. b) Donner la condition de stabilité. c) (*) Résolvez les équations
d’équilibre.

Rappelons que la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file avec abandon
exponentiel Erlang A (ou M/M/c/+M) est :

πc+k = πc

k∏
i=1

λ

µc + jθ
= π0

ρc

c!

k∏
i=1

λ

µc + jθ
, k = 1, ...,

avec la constante de normalization

π−1
0 =

c−1∑
i=0

ρi

i!
+ ρc

c!

∞∑
k=0

k∏
i=1

λ/θ

µc/θ + j
=

c−1∑
i=0

ρi

i!
+ ρc

c! 1F1

((
1

µc/θ + 1

)
,
λ

θ

)

où

1F1

((
1

a+ 1

)
, x

)
= aexx−aγ(a, x)

Les probabilités d’etre servi Pj(Sr) satisfont des équations harmoniques faciles à résoudre :

Pj[Sr] = µc + jθ

µc + (j + 1)θ
, Pj−1[Sr] = ... = µc

µc + (j + 1)θ
, j ≥ 1.
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Les probabilités d’abandon sont Pj(Ab) = 1 − Pj(Sr) = (j+1)θ
µc+(j+1)θ , j ≥ 0. Par contre, la

fonction de distribution complementaire F̄ (x) stationnaire du temps d’attente V est plus
difficile. En regime ”saturé”, nous avons toujours une file avec taux de service µc := cµ,
mais la distribution des temps Tk,k−1 auxquelles le nombre des clients initials a changé à
k − 1 est maintenant exponentielle avec paramètre µc + kθ. En denotant toujours par Ēk la
distribution complementaire du temps de vidage conditionné par k clients en attente, nous
avons toujours :

F̄q(x) =
∞∑

k=1
πc+kĒk(x)

9.6 Châınes et processus a espace d’états infini
Note : Dans le cas des processus a espace d’états dénombrable, c’est possible a priori

qu’il y’ait des éléments ei de E tel que gii = −∑j ̸=i gi,j = −∞ ; un tel état ei est dit
instantané (parce-que, comme on a vue, gi = −gii est precisement le taux du temps de sortie
exponentiel T (i), et alors gii = −∞ entrâıne T (i) = 0. L’interet principal en les châınes avec
espace d’etats infini est dans le cas d’une seule classe de communication. Pour les châınes
irréductible avec espace d’etats fini, tous les états sont recurrents. Par contre, pour les châınes
infinis, la communication des états ne suffit pas (elle peut encore cacher des comportements
diverses), et il convient d’adopter une nouvelle classification des etats (plus fine).

9.7 Récurrence des châınes à espace d’états denom-
brable

Pour les châınes avec espace d’etats fini qui communique tous, toutes les états sont
recurrents. Par contre, pour les châınes infinis, la communication des états peut toujours
cacher des comportements diverses, et il convien d’adopter une nouvelle classification des
etats (plus fine). Pour les châınes avec espace d’états discret (fini où dénombrable), posons

fi,j = Pi{∃t ≥ 1 : Xt = j}

On peut vérifier que pour les châınes avec espace d’etats fini qui communique tous, on a
fi,j = 1,∀i, j.

Définition 9.3 Soit ei dans E. L’état ei est dit récurrent si, et seulement si : fi,i = 1 Dans
le cas contraire, ei est dit transient (ou transitoire) 2. Pour les états récurrents, on pose Ti

pour le temps du premier retour en i ; on distingue encore entre états recurrents positifs,
pour les quels EiTi <∞, et états nul-recurrents, pour les quels EiTi =∞

Autrement dit : ei est récurrent si, et seulement si : en partant de ei , on est (presque) sûr d’y
revenir en un temps fini (et donc par conséquent un nombre infini de fois) ; et il est récurrent
positif ssi en plus l’espace d’états du temps du premier retour est fini.

Remarque 9.2 La récurrence et la transience ne dépendent que de la classe. On parle alors
des classes récurrentes ou transitoires.

2. Pour un espace d’états continu, on etudie plutot la récurrence/transience des ensembles.
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Théorème 9.2 Dans le cas récurrent positif, on a (comme dans le cas d’espace d’états
fini) pour les châınes en temps discret

π(i) = 1
ETi

où Ti est le temps total de retour au état i, et pour les processus en temps continu

π(i) = 1
1 + ERi

où Ri est le temps de retour au état i, en partant du moment qu’on le quitte. Par contre,
dans le cas récurrent nul, il n’y a pas de distribution stationnaire, et la distribution limite,
si elle existe, est identiquement 0.

Rapellons qu’un état i est appellé transient ssi sa probabilité de retour Pi satisfait Pi <
1, ou si l’espérance du nb. des visites dans ce point (qui a une distribution geometrique)
satisfait Ni = 1/(1 − Pi) < ∞. Dans le cas contraire, état est appellé récurrent. Pour la
marche aléatoire simple sur Z, il est facile de calculer P = 2 min(p, q) ; en conclusion, il y
a récurrence ssi p = q. On verifie facilement que le temps espéré de retour est ∞ (ce cas
peut aparaitre seulement sur les espace d’états infinis, et s’appelle nul recurent). Dans le cas,
appellé récurrent positif, des marches récurrentes avec temps espérés de retour Ei < ∞, on
peut vérifier que la distribution stationnaire est πi = E−1

i . Pour la marche simple, on peut
aussi calculer N par la décomposition

N =
∞∑

k=0
P [S2k = 0] =

∞∑
k=0

(
2k
k

)
(pq)k = 1/(1− 4pq)1/2 = |2p− 1|−1 = |p− q|−1.

Le resultat est obtenu en verifiant le quotient des termes consecutifs dans la serie ci-dessus ;
on aperçoit alors qu’on a a faire avec la serie hypergeometrique 1F0[1/2

− ;−4pq] = 1
(1−z)1/2

(ce genre des sommes ont des formules explicites, qu’on peut decouvrir facilement avec un
logiciel symbolyque, assez souvent) 3. Rm : La dernière expression est valable aussi pour la
marche paresseuse avec p+ q < 1.

9.8 Réseaux de Jackson
Dans le cas multidimensionel, les distributions stationnaires sont très difficiles a calculer,

avec l’exception rémarquable des réseaux de Jackson, qui ont des distributions stationnaires
produits ∏K

k=1(1 − ρk)ρnk
k où ρk = ak

µk
, et ak sont les flots d’entrée moyens, determinés par

l’égalité des flots d’entree et de sortie – voir http ://daniel.flipo.free.fr/cours/ffa.pdf pour
une introduction.
Exercice 9.16 Calculer la distribution stationnaire d’un tandeme défini par les paramètres
λ2 = 0, P =

(
0 p
1 0

)
.

3. On peut aussi utiliser la representation Pk = Coef(0,EzSk). On trouve N =
∑∞

k=0 Coef(0,EzSk) =
Coef(0,

∑∞
k=0(pz + qz−1)k) = Coef(0, z

z−pz2−q ) = Coef(0, 1
p−q ( 1

1−z −
1

1−pz/q )) = ..., ou l’inversion de la
transformée de Fourier. Cette méthode aboutisse aussi en deux dimensions, en ramenant a des intégrales
eliptiques
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Sol : L’égalité des flots d’entree et de sortie donne

a2 = pa1, a1 = λ1 + a2, a1 = λ1

1− p
, a2 = λ1p

1− p
ça explose pour p = 1, car dans ce cas aucun client ne part pas.

9.9 Les probabilités transitoires des processus de naissance et mort (*)

Le calcul de la distribution stationnaire des processus de naissance et mort de générateur

G =



−λ0 λ0 0 · · · 0
µ1 −λ1 − µ1 λ1 0 ...
0 µ2 −λ2 − µ2

. . . 0
... 0 µ2

. . . . . .
... ... . . . . . .


est très simple, en utilisant le système d’équilibre local :

πn λn = πn+1 µn+1 ⇔ πn+1 = πnρn+1 ⇔ πn = π0

n∏
i=1

ρi

Par contre, les probabilités transitoires sont déjà assez compliquées à obtenir analytiquement
même dans le cas le plus simple de la file M/M/1 (la marche aléatoire simple en temps continu
sur N), pour la quelle ils impliquent des fonctions de Bessel. On peut quand même obtenir
facilement les transformées de Laplace des probabilités transitoires. Illustrons maintenant le
calcul des transformées de Laplace, à partir des èquations de Chapman-Kolmogorov. Soit
pj(t) := P0,j(t) les probabilités transitoires en partant de l’état initial i = 0, et soit pj :=
p∗

j(s), j = 0, 1, 2, ... leurs transformées de Laplace. Les équations de Kolmogorov P ′ = PG
pour la première ligne sont

p′
0(t) = −λ0 p0(t) + µ1 p1(t), p0(0) = 1
p′

j(t) = λj−1 pj−1(t)− (λj + µj) pj(t) + µj+1 pj+1(t), pj(0) = 0, j = 1, 2...

Les transformées de Laplace p∗
j(s) satisfont une récurrence de deuxième ordre :

λj−1 p
∗
j−1 − (s+ λj + µj) p∗

j + µj+1 p
∗
j+1 = 0, j = 1, 2...

µ1p
∗
1 − p∗

0 (s+ λ0) + 1 = 0

La resolution des récurrences de deuxième ordre (même avec coefficients non-
constants) est toujours possible en itérant. On reorganise la récurrence comme : ”désiré”
+ ”reporté”= ”connu”, en l’occurence : p∗

j(s + λj + µj − µj+1
p∗

j+1
p∗

j
) = λj−1 p

∗
j−1 ⇔

p∗
j

p∗
j−1

=
λj−1

s+λj+µj −µj+1
p∗

j+1
p∗

j

. On arrive ainsi au système :

p∗
0 = 1

s+ λ0 − µ1
p∗

1
p∗

0

p∗
j

p∗
j−1

= λj−1

s+ λj + µj − µj+1
p∗

j+1
p∗

j

, j = 1, ...,
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En itérant ces récurrences, et en posant σj = λj +µj, j = 0, ..., γj = λj−1µj, j = 1, ..., γ0 = 1,
on obtient une fraction continue pour la transformée de la probabilité de retour en 0 :

p∗
0(s) =

1

s+ σ0 −
γ1

s+ σ1 −
γ2

s+ σ2 − µ3
p∗

3
p∗

2

= Φ∞
j=0

γj

s+ σj−
(9.6)

=
1

s+ λ0 −
1

λ−1
0 (1 + (s+ λ1)/µ1)−

1
λ0µ1λ

−1
1 (1 + (s+ λ2)/µ2 − ...

où Φ denote fraction continue. En tronqant la fraction continue au niveau n, et en écrivant
ceci comme une fraction, on arrive au approximant de Padé. Ou, au lieu de tronquer la
fraction continue au niveau n, assurons le fait que 0 soit un pole de p∗

0(s) (ce qui est nécessaire,
car lims→0 sp

∗
0(s) = π0), en choisissant p∗

n+1
p∗

n
comme l’únique constante γn qui rend s une racine

du denominateur. Un calcul simple montre que cette constante doit etre ρn+1 = λn

µn+1
, tel que

le dernier denominateur inclu soit s+ µn. Les fractions ainsi obtenues seront de la forme

An

s
+ an−1(s)

bn(s)
(9.7)

où An = (1 + ρ1 + ρ1ρ2 + ...
∏n

i=1 ρi)−1 sont des approximations de la probabilité stationnaire
π0 et les transformées inverses de an−1(s)

bn(s) approximent la partie transitoire.

Exemple 9.6 Pour le cas de la file M/M/1 avec coefficients constants λi = λ,∀i ≥ 0, µi =
µ, ∀i ≥ 1, on a µp∗

1 − p∗
0 (s+ λ) + 1 = 0, la normalisation∑

n

p∗
n(s) = 1/s

et la récurrence pour j ≥ 1 est :

µ p∗
j+1 − (s+ λ+ µ) p∗

j + λ p∗
j−1 = 0.

Comme une des racines de µα2 − (µ + λ + s)α + λ = 0 est toujours plus grande que 1, on
conclu que

p∗
n(s) = p∗

0(s)α1(s)α(s)n−1

où α1(s) = p∗
1(s)

p∗
0(s) , et α(s) est l’unique racine de µα2 − (µ + λ + s)α + λ = 0 qui est plus

petite que 1 pour chaque s ≥ 0 (et qui coincide avec la transformée de Laplace V ∗(s) de la
”période occupée” multipliée par µλ−1). Finalement, tenant compte de la normalisation et
de la première équation, on trouve : α1 = λ(1−α)

s+µ(1−α) = α, et

p∗
n(s) = (1− α)α(s)n

s
, p∗

0(s) = 1− α(s)
s

= α

λ− µα
= µ−1 V ∗

1− V ∗
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Rémarquons aussi que la fraction continue est periodique :

p∗
0(s) = 1

s+ λ− µ λ

s+ λ+ µ− µ λ

s+ λ+ µ− µp∗
3

p∗
2

= 1
s+ λ− µα(s)

où α satisfait comme avant
α(s) = λ

s+ λ+ µ− µα(s)

Cette approche pourrait rendre possible l’analyse stationnaire et transitoire des marches
unidimensionels nonreversibles (voir Kovchegov (2008) pour le cas reversible, correspondant
aux operateurs G symmetrisables), generalisant l’approche de Karlin et McGregor !

Exercice 9.17 Calculer les transformées de Laplace p∗
j(s), s ∈ N, des probabilités transi-

toires pour une marche sur les nombres naturels, avec la distribution de chaque pas donnée
par (p1, p−1, p−2). Comparer avec

BF
(?).

Note : Dans le cas multidimensionel, les distributions stationnaires des reseaux de Jackson
sont calculables explicitement (même que les marches associées ne sont pas reversibles),
mais les probabilités transitoires sont connues dans trés peu de cas ! Illustrons maintenant
le calcul des transformées de Laplace, à partir des èquations de Chapman-Kolmogorov, pour
les probabilités qj(t) = Pj[τ0 ≤ t]. Les équations de Kolmogorov P ′ = PG pour la première
ligne sont

q′
1(t) = µ1 − (λ1 + µ1) q1(t) + λ1q2(t), q1(0) = 0
q′

j(t) = µj qj−1(t)− (λj + µj) qj(t) + λjqj+1(t), qj(0) = 0, j = 2, 3, ...

Les transformées de Laplace p∗
j(s) satisfont une récurrence de deuxième ordre :

−µj q
∗
j−1 + (s+ λj + µj) q∗

j − λj q
∗
j+1 = 0, j = 2, 3...

(s+ λ1 + µ1) q∗
1 − λ1q

∗
2 − µ1/s = 0

9.10 Problèmes de Dirichlet/première passage en temps
continu et la formule de Feynman-Kac

Les problèmes de Dirichlet/première passage sont parmi les problèmes les plus faciles à
résoudre pour les processus de Markov.

Exemple 9.7 Soit Ns le nombre de personnes en attente dans une file M/M/1/, soit T = T0
le temps de vidage de la file (appellé aussi pèriode occupèe/busy period si N0 = 1) et
T = min[T0, TK ] (où K peut-etre la taille d’une salle d’attente).

1. Calculez la distribution d’arret p(x) = Px[N(T ) = K], q(x) = Px[N(T ) = 0].
Indication : On peut conditionner après un petit intervalle dt, ou après le temps de la
première transition.

2. ”Temps de vidage”. Montrez que si K = ∞ et λ < µ, alors le temps de vidage
espéré t(x) = ExT0 est de la forme t(x) = τ x ; déterminez τ . Donnez l’intérpretation
probabiliste de τ .
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3. Montrez que la transformée de Laplace du temps de vidage d(x) =
Exe−δT0 , δ > 0 est de la forme d(x) = zx ; déterminez z. Donnez l’intérpretation
probabiliste de z.
Calculez aussi la transformée de Laplace du ”temps de repos” -”idle-time”.

Solution :
(a)1. px = Px[X(T ) = K] satisfait :

(Gp)x = 0 for any 1 ≤ x ≤ K − 1
pK = 1
p0 = 0

Comme c’est une equation homogene, et les racines de l’equation auxiliare sont µ
λ

and
1, on obtient px = A1 + A2(µ

λ
)x = 1−( µ

λ
)x

1−( µ
λ

)K .

2. tx = Ex[T ] (temps d’arret espéré) satisfait une equation nonhomogène

(Gt)x + 1 = 0
t0 = 0
tx accroit non-exponentiellement quand x→∞

Comme c’est une equation nonhomogene, on obtient tx = px + t̃x, ou t̃x = τx. La
solution particulière est t̃x = x

µ−λ
, la condition a ∞ annule le terme A2(µ/λ)x et

la condition initiale annule A1, et alors la solution de l’equation nonhomogene est
t(x) = τx = x

µ−λ
, où τ represente le temps espéré de la ”busy period”=periode occupé

avec un seul client present au début=une periode de decroisement par 1 de la file.
3. d(x) = Exe−sT satisfait :

(Gd)(x)− sd(x) = 0
d(0) = 0
d(∞) ≤ 1

C’est une equation homogene, et l’equation auxiliare

λa2 − (λ+ µ+ s)a+ µ = 0⇔ µ(a−1 − 1) + λ(a− 1) = (1− a)µ− aλ
a

= s

a exactement une racine z qui n’est pas plus grande que 1 (par exemple, avec δ = 0 on
obtient z = 1). On obtient

d(x) = z(s)x,

où z(s) est la transformé de Laplace d’une periode de decroisement par 1 de la file (on
peut aussi interpreter z comme la valeur actualisée par rapport au taux s d’une unite
monetaire qu’on recevra quand la file diminue par 1).
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Remarque : La distribution de la periode de decroisement par 1 de la file (”busy period”)
est importante justement a cause des structures additive/multiplicative signalé ci-dessus.
Soit τ le temps de sortie d’un processus de Markov de son domaine E , soit c(x) defini sur le
domaine et b(x) defini sur le domaine complementaire ∂, et soit

f(x) = Ex[
∫ τ

0
c(X(t)) dt+ b(Xτ )]

Exercice 9.18 Montrez, en conditionnant sur la position au moment t+h, pour h très petit,
que f(x) satisfait les équations de Dirichlet :

(Gf)(x) + c(x) = 0 si x ∈ int(E)
f(x) = b(x) si x ∈ ∂

Rémarque : Le problème de Dirichlet pour une châıne discrète est obtenu en remplaçant
le générateur G par son analogue discret P −I

1 = P − I, ou P est la matrice de transition de
la châıne discrète (la démonstration directe de ce cas est pareille, est plus facile que celle du
cas continu).

Théorème 9.3 Etant donne un processus de Markov en temps continu Xu avec domaine E
et generateur G, l’esperance du gain actualisé

f(x) = Ex[e−
∫ τ

0 r(Xu)dub(Xτ ) +
∫ τ

0
e−
∫ t

0 r(Xu)duc(X(t))] dt

satisfait :
(Gf)(x)− r(x)f(x) + c(x) = 0

avec f = b sur la frontière.

Note : Ces problèmes ont aussi des versions à durée finie T , où on s’interesse en :

f(x, T ) = Ex[e−
∫ min[τ,T ]

0 r(Xu)dub(Xmin[τ,T ]) +
∫ min[τ,T ]

0
e−
∫ t

0 r(Xu)duc(X(t))] dt

Cette fois ci, le gain espéré f depend aussi du temps qui reste T , et on arrive a la solution
d’une EDP a conditions initiales et de frontière :

∂

∂T
f + (Gf)(x)− r(x)f(x) + c(x) = 0 si x ∈ int(E)

f(x) = b(x) si x ∈ ∂ ou T = 0

119



Chapitre 10

Les lois de type exponentielle de
matrice et de type phase

10.1 Aperçu historique
La loi exponentielle, avec fonction de survie F̄ (t) = ebt1I{t≥0}, b < 0, est la loi la plus

importante parmi les lois concentrées sur R+. Elle a été du début une grande favorite dans les
probas appliquées (files d’attente, actuariat, fiabilité, etc), par exemple pour la modélisation
des temps d’atteinte, grace a ses propriétés speciales, comme l’absence de memoire. Mais,
comme typiquement il n’est pas possible d’ajuster une distribution exponentielle au données,
des alternatives ont été proposé du début.

Serie des ”phases” exponentielles. Erlang (1905), a proposé de modéliser les temps
d’atteinte par sommes des v.a. exponentielles i.i.d. du même taux λ, qu’il voyait comme des
”séries des phases exponentielles” (chaque phase ayant la remarquable propriété de manque
de memoire).

Exercice 10.1 1. Montrer que La transformée de Laplace de la loi d’Erlang En,λ =∑k
i=n E

(i)
λ est

( 1
1 + s/λ

)n.

2. Calculer la moyenne, variance et coefficient de variation c2
v = V ar(X)

(E[X])2 de la loi d’Erlang
En,λ.

3. Calculer le mode de la densité.
4. Tracer approximativement les graphes des densités Ek, k

2
pour k = 3 et k = 7.

5. (*) Montrer que le coefficient de variation d’une convolution de deux lois ayant coeffi-
cient de variation plus petit que 1 est plus petit que 1 et plus grand que 1

2 .

Une autre famille trés importante est celle des lois ”hyperexponentielles”, avec densité

f(t) =
∑

αiλie
−λit, λi > 0, αi > 0,

∑
αi = 1,

qui peuvent-etre vues comme le résultat d’un choix avec probabilités αi d’une entre plusieurs
phases avec taux λi.
Exercice 10.2 Calculer
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1. les moments d’ordre n, n = 1, 2, ... et
2. le coefficient de variation c2

v = V ar(X)
E(X)2 d’une variable aléatoire hyperexponentielle,

d’ordre k.

La classe R des lois avec transformées de Laplace rationnelles. D.R. Cox (1955)
étudie les lois series et hyperexponentielles, qu’il regarde comme temps de passage par un
réseau des phases parallèles, et aussi des lois obtenues en composant des phases en série et/ou
en parallèle. Il identifie comme propriété analytique essentielle le fait que leurs transformées
de Laplace sont rationnelles

f ∗(s) = p(s)
q(s)

=
∑m

i=0 pis
i

sn +∑n−1
i=0 qisi

, p0 = q0, (10.1)

et il introduit dans l’article phare ”A use of complex probabilities in the theory of stochastic
processes” la classe des densités R ayant des transformées de la forme (10.1). En particulier,
une densité f(t) de cette classe est facilement obtenable à partir de sa transformée de Laplace
f ∗(s) (qui est souvent plus facile a trouver), par décomposition en fractions simples, et
inversion des transformées simples de la forme ( 1

1+s/λ
)n. Chaque densité de la classe R peut-

être decomposée ainsi comme une combinaison des densités exponentielles et d’Erlang, sauf
que les exposants λi peuvent être complexes.

Exercice 10.3 a) Montrez que si une variable continue X à valeurs en sur R+ a une densité
avec transformée de Laplace rationelle (10.1), alors m ≤ n− 1, et a0 = b0.

b) Montrez que si X est continue, sauf un possible atom en 0 avec masse a−1, alors
a0/b0 + a−1 = 1 =⇒ a0 ≤ b0, et m ≤ n.

R : a) m ≤ n− 1⇔ lims→I f
∗(s) = 0, qui est une consequence du théorème de convergence

dominée.
Remarque 10.1 La classe R est incontournable dans des nombreuses applications, appa-
raissant par exemple comme resultat des approximations de Padé de la transformée de La-
place, ou par la méthode des moments.

Remarque 10.2 Il a été longtemps un problème ouvert (sauf les cas n = 2 et n = 3) de
decider quand une combinaison d’exponentielles est nonnegative (ou quand une transformée
de Laplace rationelle (10.1) a une inverse nonnegative). La commande CheckMEPositive de
BUTools offre aujourd’hui cette possibilité, et aussi le programme SOPE, dans le cas des
exposants réels (par contre SOPE permet aussi la resolution des problèmes d’optimisation
convexe).

Representations matricielles. En même temps avec Cox, Jensen (1954) etudie les lois
des temps d’absorption τ des processus de sauts Markoviens, ou de passage par des réseaux,
appellées aujourd’hui lois de type phase (PH). Il trouve qu’elles ont la réprésentation (10.2)
ci-dessous – voir Section 10.2 :

Définition 10.1 Densités de type phase et de type exponentielle de matrice. a)
Une densité f(t), t ∈ [0,∞) est appelée de type phase si :

f(t) = βeBtb,∀t ≥ 0⇔ f̂(s) = β(sI −B)−1b, (10.2)
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où B est une matrice sous-génératrice satisfaisant Bij ≥ 0 for i ̸= j, B1 ≤ 0, β est
un vecteur ligne, et b = −B 1, 1 sont des vecteurs colonne. Ces hypothèses impliquent
f(t) ≥ 0,∀t ≥ 0,

∫∞
0 f(t)dt = 1.

b) Une densité qui a une représentation (10.2), mais avec des composantes β, B, b qui
ne sont pas nécessairement comme en part a), est appellée densité de type exponentielle de
matrice.

Exemple 10.1 Une représentation de la densité d’Erlang En,λ est obtenue avec β =
(1, 0, 0, ...) et

B =



−λ λ 0 · · · 0
0 −λ λ 0 ...
0 0 −λ . . . 0
... 0 . . . λ
... ... . . . −λ

 .

Remarque 10.3 La densité et la fonction de survie d’un temps d’arret τ d’un processus de
Markov absorbant en temps continu ont toutes les deux des représentations matricielles :

F̄τ (t) = βetB1⇔ f(t) = βetBb, b = −B1. (10.3)

La transformée de Laplace est rationelle, de la forme

f ∗(s) = β(sI −B)−1b =
∑n−1

i=0 pis
i

sn +∑n−1
i=0 qisi

Si une telle répresentation est disponible avec B étant une matrice sous-génératrice, et
β nonnegatif, aucun besoin de verifier que f(t) est nonnegative, cela étant automatique.

Des réprésentations matricielles sont aussi possibles pour la classe R de Cox (en utilisant
la ”matrice compagnon” du polynôme q(s) au denominateur), et donc PH ⊂ R § . Les lois
de la classe R avec transformées de Laplace rationnelles sont aussi nommées exponentielles
de matrice ou matrice-exponentielle.

Remarque 10.4 Pour qu’une densité f(t) soit de type matrice-exponentielle, il est nécessaire
que :

§. Si la transformée d’une fonction est rationelle :

f∗(s) = p(s)
q(s)

=
∑n−1

i=0 pis
i

sn +
∑n−1

i=0 qisi
, (10.4)

alors l’inverse peut etre representée comme f(t) = βetBen, où β = (p0, ..., pn−1) et B = 0 1 0 ... 0
0 0 1 0 ...
... ... ... ... 1
−q0 ... ... ... −qn−1

 est la ”matrice compagnon” du polynôme q(s) au denominateur. En effet,

on vérifie d’abord que (10.4) implique b(D)[f(t)] = 0⇔ f ′(t) = Bf(t), où f(t) est le vecteur formé par f(t)

et ses premiéres n− 1 dérivées. La condition initiale est fourni par

 1 0 ... ... 0
qn−1 1 0 ...
qn−2 qn−1 1 ... ...
q1 q2... qn−1 1

f ′(0) = b.

Résolvant le système EDO linéaire avec cette condition produit la representation désirée.
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1. Toutes ses valeurs propres satisfont ℜ(σi) < 0,∀i, et il existe une valeur propre réelle
σ1 tq maxiℜ(σi) = σ1 (ce qui est facile a verifier en calculant les racines du denomi-
nateur), et

2. f(t) ≥ 0,∀t, qui est un problème ouvert pour n ≥ 4.
Dans le cas des densités de type phase, ces contraintes sont satisfaites automatiquement,
mais pour les densités de type matrice-exponentielle elles doivent etre verifiées cas par cas,
ce qui est tout a fait difficile pour la deuxième propriété.

10.2 Processus de Markov avec un état absorbants:Mabs

Exercice 10.4 Le serveur sans mémoire. Pour un processus de Markov en temps continu
a deux états {1, ∂} avec G∂,1 = 0 (∂ est absorbant), G1,∂ = λ, soit τ temps d’absorbtion.

1. Calculer Pt = etG, par exemple par les équations de Kolmogorov P ′
t = PtG, et remarquez

que
etG =

(
F̄τ (t) Fτ (t)

0 1

)
2. Calculer la résolvante/transformée de Laplace du semigroupe

∫∞
0 e−stetGdt = (sI −

G)−1, ∀s > 0.
3. (*) Calculer l’espérance de τ , et la transformée de Laplace E[e−sτ ], en conditionnant

sur toutes les possibilités après un intervalle infinitesimal dt (”conditionnement sur le
premier pas”). Rederiver E[τ ], en utilisant Ee−sτ =

∫∞
0 e−stfτ (t)dt = 1− sE[τ ] + ....

r:Ff Remarque 10.5 La transformée de Laplace f̂(s) =
∫∞

0 e−stf(t)dt est très importante en
probabilités, par exemple pour calculer les moments (pour cela, il est plus convenable d’utiliser
la fonction génératice des moments ϕ(s) =

∫
(estf(t)dt = f̂(−s). Il est facile de verifier que

les transformées des fonctions de répartition F (t) et survie F̄ (t) sont respectivement

F̂ (s) = f(s)
s
,

̂̄
F (s) = 1− f(s)

s

L’exercice ci-dessus illustre le fait que la densité exponentielle peut être vue comme le
temps d’absorbtion d’un processus de Markov avec matrice génératrice (de taux de transi-

tions) donnée par : G =
(
−λ λ
0 −λ

)
. La possibilité de donner ce genre de représentation

défini la classe des densités de type phase.
Motivés par cette relation, considèrons le problème de charactériser la distribution du

temps de passage τ par un réseau Markovien général, jusqu’à l’absorbtion dans un état
”cimetier” absorbant.

Soit G la matrice génératrice (de taux de transitions) d’un processus ayant un état
absorbant :

G =
(

B b
0 0

)
, b = (−B)1,

et soit B = G̃ la matrice sous-stochastique obtenue en effaçant la ligne et colonne de l’état
absorbant dans la matrice stochastique G du semigroupe stochastique initial. B est une
matrice sous-stochastique (ayant la somme de chaque ligne ≤ 1, avec au moins une ligne où
l’inegalité est stricte). Réciproquement, chaque matrice sous stochastique a une extension
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unique a une matrice stochastique, obtenue par l’ajout d’une ligne de 0 et d’une colonne qui
complete la somme de chaque ligne à 1.

Le prochaine théorème fournit la relation entre les semigroupes (sous)stochastiques
etG, etB, et le temps d’arrêt τ obtenu en arretant le processus au moment de son arrivée
dans l’état absorbant (qui peut être choisi arbitrairement).

exe:phase Théorème 10.1 Soit τ le temps d’absorbtion d’un processus de Markov avec un état absor-
bant, à matrice génératrice (de taux de transitions) donnée par :

G =
(

B b
0 0

)
, b = (−B)1

a) Alors,
etG =

(
etB 1− etB1
0 1

)
=
(
etB (Pi(τ ≤ t), i ∈ T )
0 1

)
et donc {

Pi(τ ≤ t) = (etG)i,n+1
Pi(τ > t) = ei e

tB 1 = (etB 1)i

En forme vectorielle, les fonction de survies des temps d’absorbtion sont :

F̄ = (F̄i(t) = Pi[τ > t], i ∈ T ) = etB1

et les densités sont

f = etBb, b = (−B)1 (10.5)

Avec une distribution initiale β concentré sur les états transitoires, on a

Pβ(τ > t) = β etB 1

b) La relation entre les résolvantes est :

(sI −G)−1 =
(

(sI −B)−1 s−1(sI −B)−1b
0 s−1

)
.

Dem : a) Un moment de reflexion nous montre qu’en effet la matrice

P t = (Pt(i, j) = Pi[t < τ,Xt = j], i, j ∈ T ) = etB

contienne les probabilités de survie jusqu’au temps t, jointes avec la position fi-
nale j, et conditionnées par les positions de départ i. Les probabilités de survie
jusqu’au temps t, conditionnées par les positions de départ i, sont donc

eie
tB1

En tenant compte des probabilités de départ, on trouve :

F̄τ (t) = βetB1

b) Par définition, la dernière colonne de etG est Fτ (t) et sa transformée F̂τ (s) =
s−1Hfτ (s) = s−1(sI −B)−1b où on a utilisé la rémarque 10.5 et (10.5).

124



Corollaire 10.1 Les caractéristiques fondamentales des distributions de type
phase (ou matrice-exponentielle). a) La matrice des transformées de Laplace P ∗(s) =∫∞

0 e−stPtdt des probabilités de survie conditionnées par les positions de départ et jointes avec
la position d’arrivée au temps t vaut

P ∗(s) = (sI −B)−1

Soit
l = (li(s) = Eie

−sτ =
∫ ∞

0
e−stfi(t)dt = f̂i(s), i ∈ T )

les transformés de Laplace du temps d’absorbtion, conditionné par la position de départ.
Alors

l = (sI −B)−1b.

b) Avec une distribution initiale β concentré sur les états transitoires, on trouve

Eβe−sτ = β(sI −B)−1b.

c) le vecteur t d’espérances de τ, à partir de tous les états transients, est

t = E[τ ] = (−B)−11,

et le vecteur des moments d’ordre k est

E[τ k] = k!(−B)−k1

Dem : a) Soit
G̃ =

(
B b

)
la matrice rectangulaire obtenu en effaçant la ligne de lélement absorbant. On peut appliquer
le conditionnement sur la position après un intervalle infinitesimal. Posant l̃ = (l, 1), les
équations sont l∂ = 1

G̃l̃− sl = 0
⇔ Bl + b− sl = 0, l = (sI −B)−1b

c) Pour k = 1, le resultat suit directement de l’équation Bt + 1 = 0 �

Remarque 10.6 En utilisant la décomposition de Jordan, on voit que dans le cas ”générique”
des distributions de type phase diagonalisable, ces distributions peuvent-etre décomposées
comme combinaisons (possiblement nonconvexes) des exponentielles.

Exercice 10.5 Pour les processus absorbants ”serie” en temps continu a trois états 1, 2, ∂
definis respectivement par

a)G =
(−λ λ 0

0 −λ λ
0 0 0

)
b)G =

(−λ1 λ1 0
0 −λ2 λ2
0 0 0

)

et distribution initiale (1, 0, 0), calculer :
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1. la ”résolvante”

(sI −G)−1 =
(

(sI −B)−1 1
s
f ∗(s)

0 1
s

)
=
((sI −B)−1 F ∗(s)

0 1
s

)
,

2. le vecteur des transformées de Laplace l(s) = (sI − B)−1b et le vecteur f(t) = etBb
des densités du temps d’absorbtion τ .

3. Le vecteur d’espérances de τ t = (−B)−11.

Sol : a)

(sI −B)−1 =
( 1

s+λ
λ

(s+λ)2

0 1
s+λ

)
l(s) =

(
λ2

(s+λ)2
λ

s+λ

)

f(t) =
(
fE2,λ

(t)
fE1,λ

(t)

)
, (1, 0)f(t) = fE2,λ

(t)

b)

(sI −B)−1 =
( 1

s+λ1
λ1

(s+λ1)(s+λ2)
0 1

s+λ2

)
, l(s) =

(
λ1λ2

(s+λ1)(s+λ2)
λ2

s+λ2

)
On obtient une distribution ”hypoexponentielle/Erlang generalisé/série/convolution d’expo-
nentielles”, aussi exprimable comme melange nonconvex d’exponentielles

f(t) = (1, 0)f(t) = λ2λ1

λ2 − λ1
(e−λ1t − e−λ2t)

Remarque 10.7 Les transformées de Laplace des réseaux serie. Rémarquons que
les transformées de Laplace ci-dessus peuvent etre obtenues sans calcul, en prenant les pro-
duits des transformées pour les phases qui restent jusqu’à l’absorbtion. Cette rémarque reste
evidemment vrai pour les réseaux serie de dimension arbitraire. Pour un réseau série avec
matrice sous-génératrice

B = Bidiag(λ1, ..., λn) =


−λ1 λ1 0 ... 0

0 −λ2 λ2 ... 0
... . . . . . . . . . 0
0 0 . . . −λn−1 λn−1
0 0 . . . . . . −λn

 ,

le vecteur des transformées de Laplace est

l(s) =


λ1λ2...λn

(s+λ1)(s+λ2)...(s+λn)
...

λn−1λn

(s+λn−1)(s+λn)
λn

s+λn


Les moments sont aussi explicits. Pour n = 3, on trouve :

m =


1

µ1
+ 1

µ2
+ 1

µ3

2
(

1
µ1µ3

+ 1
µ2

1
+ 1

µ2
3

+ 1
µ1µ2

+ 1
µ3µ2

+ 1
µ2

2

)
3!
(

1
µ3

1
+ 1

µ3
2

+ 1
µ3

3
+ 1

µ2µ2
1

+ 1
µ3µ2

1
+ 1

µ2
2µ3

+ 1
µ2µ2

3
+ 1

µ2
2µ1

+ 1
µ2

3µ1
+ 1

µ2µ3µ1

)
 Avec µi =

µ, ∀i les formules simplifient : m1 = nµ−1,m2 = n(n+ 1)µ−2,m2 = n(n+ 1)(n+ 2)µ−3, ...
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Les réseaux série sont trés importants dans la modélisation des temps d’atteinte.

Exercice 10.6 Les réseaux parallel. Pour le processus absorbant en temps continu defini
par

G =
(−λ1 0 λ1

0 −λ2 λ2
0 0 0

)

calculer :
1. la ”résolvante transiente” (sI −B)−1,

2. la transformée de Laplace du temps d’absorbtion τ , avec distribution initiale (α1, α2, 0)
3. la densité de τ
4. le vecteur t d’espérances de τ, à partir de tous les états transients.
5. Calculez la transformée de Laplace du temps d’absorbtion τ pour un processus avec un

état absorbant, ayant une diagramme paralléle arbitraire.

Conclusion : Les lois des temps de passage par des réseaux markoviennnes sont des
mélanges d’exponentielles et des lois d’Erlang avec des exposants possiblement complexes.
Dans le cas des réseaux sans cycles – voir exercices ci-dessus – les exposants sont réels.

10.3 Sous-classes importantes des distributions expo-
nentielle de matrice (*)

Rapellons que pour qu’une densité soit de type matrice-exponentielle il est nécessaire
que toutes ses valeurs propres satisfont ℜ(σi) < 0, ∀i, et il existe une valeur propre réelle σ1
tq maxiℜ(σi) = σ1. La possibilité la plus simple est que toutes les valeurs propres soient
réelles negatives.

Théorème 10.2 Supposons que f(x) est une fonction de type exponentielle de matrice,
avec toutes les valeurs propres satisfaisant σi < 0,∀i, et que f(x) > 0, ∀x > 0. Alors,
f(x) admet une representation comme temps d’absorbtion d’un peocessus de Markov avec
graphe de communication serie (ce qui est équivalent au fait qu’un peut ordonner les états
tq la matrice de transition soit bidiagonale) § . Une telle densité avec valeurs propres réelles
negatives s’appellent acyclique/Coxienne/serie/Erlang généralisé.

Au cas où on a aussi des racines complexes, on est obliger d’utiliser des graphes qui
contiennent aussi des cycles. L’idée la plus simple serait d’utiliser des matrices circu-
lantes B = Circ(−λ, λ1, ..., λn), λ > ∑

i λi, mais il se trouve que ces matrices representent
seulements la loi exponentielle (en particulier, leurs moments sont mk = k!(−B)−k1 =
k!(λ−∑i λi)−k).

Exercice 10.7 Verifier cette affirmation en BUTools, avec n = 2, λ1 = λ1 =, λ = 3.

Remarque 10.8 Mocanu et Commault ont montré qu’on peut toujours trouver des repre-
sentations de forme ”series des blocs”, avec chaque bloc representant separament une valeur
propre réele, ou une pair des valeurs propres complexes, par des lois d’”Erlang généralisé
avec de feedback” (representation monocyclique).

§. Ce théorème est déjà interessant avec un graphe de communication acyclique (ce qui est équivalent
au fait qu’un peut ordonner les états tq la matrice de transition soit triangulaire). Dans ce cas, il assure
qu’on peut trouver une autre representation bidiagonale, de dimension plus grande.
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Exercice 10.8 a) Montrez que les statistiques d’ordes de n variables exponentielles i.i.d.
ont des distributions d’Erlang généralisés, et determiner leurs paramétres. b) (*) Investiguez
le cas des statistiques d’ordes de n variables exponentielles independants, mais avec des
paramétres différents.

Ind : a) Utilisez la propriété de manque de memoire. b) Considerez le cas n = 2.

10.4 La positivité des combinaisons linéaires d’expo-
nentielless:posc

Définition 10.2 Une densité (c.-à-d. une fonction nonnegative et intégrable, avec intégrale
1) de la forme :

f(t) =
{∑K

k=0 wke
−ckt ≥ 0, ∀t ≥ 0

0, ∀t < 0, (10.6)

sera appelée hyperexponentielle généralisée (GHE). Si tous les coefficients ωk sont positifs,
f(t) sera appelée hyperexponentielle.

Exercice 10.9 Est-ce que la fonction

f(t) = 2(e−t)− 6(2e−2t) + 5(3e−3t) = 2e−tg(t)

est positive sur t ∈ [0,∞), et donc une densité ?

R : Non, car la valeur minimale g(t) = 2 − 12e−t + 15e−2t obtained when e−t∗ = 2
5 , is

g(t∗) = −2
5 < 0.

Remarque 10.9 Cette approche marche toujours pour trois termes. Pour quatre et cinq
termes, déjà dans le cas des exposants en progression arithmétique, on arrive au pb. de
positivité sur [0, 1] des polynômes de degré 3 et 4, qui ne sont pas faciles. Le cas général
des progressions arithmétiques est abordable numériquement en utilisant des représentations
matricielles et la programmation semi-définie.

Exercice 10.10 Est-ce que la fonction

f(t) = 1
4
e−t − e−2t + e−3t

est non-négative sur t ∈ [0,∞) ?

Exercice 10.11 Montrer que pour λ1 ̸= λ2, la fonction

f(t) = λ2λ1

λ2 − λ1
(e−λ1t − e−λ2t)

est une densité, en calculant sa transformée de Laplace f ∗(s).

R :

f ∗(s) = λ1λ2

λ2 − λ1
( 1
λ1 + s

− 1
λ2 + s

) = λ1λ2

(λ1 + s)(λ2 + s)
= λ1

(λ1 + s)
λ2

(λ2 + s)
.

Il suit que f(t) est la densité d’une somme de deux variable aléatoire exponentielles,
indépendantes.
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Remarque 10.10 La transformée de Laplace, ainsi que la densité, sont des différences di-
visées de Newton.

f ∗(s) = −λ1λ2(
1

λ+ s
)[λ1,λ2] =⇒ f(t) = −λ1λ2(e−λt)[λ1,λ2] =

− λ1λ2

λ2 − λ1
(e−λ2t − e−λ1t) = λ2

λ2 − λ1
(λ1e

−λ1t)− λ1

λ2 − λ1
(λ2e

−λ2t)

Cela continue d’etre vrai (démo par récurrence) pour des sommes de n variable aléatoire
exponentielles, indépendantes, et nous fournie des exemples des densités qui ne sont pas
hyper-exponentielles, mais avec positivité évidente dans le ≪monde de Laplace≫.

Définition 10.3 La loi d’une somme indépendante des n variables exponentielles avec taux
λi, i = 1, ..., n est appelée Erlang généralisée. Sa transformée de Laplace est ∏n

i=1
λi

s+λi
.

Exercice 10.12 Écrivez la fonction

f(t) = 5
6
e−t − 2

6
e−2t + e−3t

avec transformée de Laplace

f ∗(s) = 9s2 + 35s+ 36
6(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

= 5
3(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

+ 4
3(s+ 2)(s+ 3)

+ 3
2(s+ 3)

(10.7)

comme une combinaison d’Erlang généralisé E(1, 2, 3), E(2, 3) et E(3). Est-ce que cette fonc-
tion est une densité ?

R : f(t) = 5
18E(1, 2, 3)+ 4

18E(2, 3)+ 1
2E(3) est un mélange convexe d’Erlang généralisé, donc

une densité.

Définition 10.4 Nous appelerons une decomposition de type (??) d’une transformée de La-
place rationelle avec singularités réelles decomposition de Cumani/Coxienne.

Exercice 10.13 a) Écrivez comme combinaison d’exponentielles la fonction b(t) avec trans-
formée

b∗(s) = 6
13

2s2 + 10s+ 13
(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

b) Est-ce une densité ?

R : a) La décomposition en fractions simples donne b(t) = 15
13e

−t − 3
13(2e−2t) + 1

13(3e−3t)⇔
B̄(t) = 15

13e
−t − 3

13e
−2t + 1

13e
−3t et montre que ce n’est pas une densité hyperexponentielle.

b) Oui, car les coefficients αi = βi∏n

j=i
λj

de la décomposition Coxienne sont α =
{

5
13 ,

4
13 ,

4
13

}
,

donc positifs. Vérifier la réponse avec le package BUTools, en utilisant la commande :
APHRepresentation([15

13 ,−
3
13 ,

1
13 ], diag([−1,−2,−3]))

Remarque 10.11 L’ exercice antérieur suggère que les lois d’Erlang généralisées four-
nissent une meilleure base pour démontrer la positivité que les hyper-exponentielles.
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Exercice 10.14 Montrer que la fonction

f(t) = 3(e−t)− 3(2e−2t) + 3e−3t

est une densité, en calculant la transformée de Laplace et sa décomposition Coxienne. Donner
le vecteur initial et la matrice bidiagonale A dans la représentation Coxienne de f(t).

Exercice 10.15 a) Montrer que la fonction

2e−t − 6e−2t + 6e−3t = 2e−t − 3(2e−2t) + 2(3e−3t) = 2e−tg(t)

est une densité.
b) La transformée de Laplace est

f ∗(s) = 2 (s2 + 2s+ 3)
(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

= 2
3

6
(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

− 1
3

6
(s+ 2)(s+ 3)

+ 2
3

3
s+ 3

Donner des bornes inferieures et superieures pour l’ordre d de la représentation Coxienne
minimale, en utilisant BuToolsV erbose = 1 CheckMEPositive[α,A] de BUTools.

R : a) g(t) = etf(t)/2 = 1− 3e−t + 3e−2t. g′(t) = 3e−t − 6e−2t = 3e−t(1− 2e−t) = 0⇔ t∗ =
Ln[2] > 0. g(t∗) = 1

8 > 0 donc g(t) > 0 et f(t) est une densité. b) 4 ≤ d ≤ 5 (BUTools ne
détermine pas l’ordre de la représentation minimale, qui est 4).

Exercice 10.16 Est-ce que la fonction

f(t) = 4(e−t)− 6(2e−2t) + 3(3e−3t)

est une densité ? Est-ce une densité de type phase ? Verifier la reponse en BUTools avec
CheckMEPositive[α,A].

Exercice 10.17 (*) Est-ce que la fonction

F̄ [t] = 21
5
e−2x − 35

4
e−3x + 77

12
e−4x − 13

15
e−7x

est une fonction de survie ? S’agit-il d’une loi Coxienne, et si oui, de quel ordre ?

R : En tentant notre chance avec la décomposition Coxienne, on découvre que l’ordre est 4.

Exercice 10.18 (*) Ecrivez des équations déterminant les coefficients βi dans la décomposition
Coxienne

N [s]
[s− γ1][s− γ2][s− γ3][s− γ4]

=

β1

[s− γ1][s− γ2][s− γ3][s− γ4]
+ β2

[s− γ2][s− γ3][s− γ4]
+ β3

[s− γ3][s− γ4]
+ β4

s− γ4

[utilisée pour décomposer la transformée de Laplace].Donner des formules pour les βi.
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R :N(s) = β1+β2(s−γ1)+β3(s−γ1)(s−γ2)+β2(s−γ1)(s−γ2)(s−γ3). Cette expansion est ap-
pelée le développement de ≪différences divisées≫ de Newton http ://fr.wikipedia.org/wiki/Interpolation newtonienne
En posant s = γ1, γ2, ..., on obtient :


β1 = N [γ1]
β1 + β2[γ2 − γ1] = N [γ2]
β1 + β2[γ3 − γ1] + β3[γ3 − γ2][γ3 − γ1] = N [γ3]
β1 + β2[γ4 − γ1] + β3[γ4 − γ2][γ4 − γ1] + β4[γ4 − γ3][γ4 − γ2][γ4 − γ1] = N [γ4]

β1 = N [γ1], β2 := N [γ1, γ2] = N [γ2]−N [γ1]
γ2 − γ1

, β3 := N [γ1, γ2, γ3] = N [γ1, γ3]−N [γ1, γ2]
γ3 − γ2

,

β4 := N [γ1, γ2, γ3, γ4] = N [γ1, γ2, γ4]−N [γ1, γ2, γ3]
γ4 − γ3

.

βi sont les ≪différences divisées≫ de Newton.

10.5 Une relation entre les distributions de type phase
en temps discret et en temps continu

Considerons les formules

φQ(z) = EzN = α(z−1I −Q)−1a, a = (I −Q)1 (10.8)
f ∗

B(s) = Ee−sN = α(sI −B)−1a, a = (−B)1

des fonctions génératrices de moments des distributions de type phase en temps discret, et
des transformées de Laplace des distributions de type phase en temps continu.

Remarque 10.12 Si on choisit comme variable z−1 dans le premier cas, les deux définitions
coincident, sauf la formule du vecteur a.

Lemme 10.1 Pour chaque distribution de type phase en temps discret associé a une matrice
sous-stochastique Q, il est possible de definir une famille des distributions de type phase en
temps continu, avec matrices génératrices :

Bc = c(Q− I), c > 0 (10.9)

Les fonction generatices correspondants satisfont

φQ( c

c+ s
) = fBc(s).

Exemple 10.2 Pour la loi géomètrique de paramétre p, φG(z) = z(1−pz)−1(1−p), les lois
continues associées sont exponentielles de paramétre µc = c(1− p), c > 0. Reciproquement, à
la loi exponentielle de paramétre µ, f ∗

X(s) = µ
µ+s

, on peut associer des lois géomètriques de
paramétre p = 1− µ

c
, c > µ.
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10.6 Exercices
1. Calculer ”l’exponentielle après ” Pt plus precisement la solution de P ′

t = APt, P0 =

Ipour A =
(
−2 t
0 −1

)
, et ”l’exponentielle avant” Qt, plus precisement la solution

de Q′
t = QtA,Q0 = I. Est-ce qu’elles coincident ? Est-ce que une d’elles fournie un

semigroup stochastique ?
2. Soit X = (Xt; t ≥ 0) une châıne de Markov en temps continu sur l’ensemble S =
{1, 2, 3}. Supposons que la matrice infinitésimale (de taux de transitions) de X est
donnée par

G =

 −7 1 6
2 −6 4
1 2 −3


(a) Donnez la formule exacte, ainsi q’une approximation des probabilités de transition

infinitésimales Pi{Xdt = j} de la châıne.
(b) Quelles sont approximativemment les probabilités de transition de la châıne

discrétisée associée au temps .1 ?
(c) Quelles sont les probabilités de transition de la châıne discrétisée associée aux

temps de saut ?
(d) Trouvez la distribution stationnaire de ce processus.
(e) Quelle est la loi conditionnelle de T3 = inf{t ≥ 0 : Xt ̸= 3|X0 = 3}, en sachant

que X0 = 3 ?
(f) Posant T (3) = inf{t > T3 : Xt = 3}, donnez un système des équations pour

x1 = E[T(3)|X0 = 1] et x2 = E[T(3)|X0 = 2]. Résolvez les équations.
(g) Calculez E[T(3)|X0 = 3]
(h) Calculez, pour le processus absorbé en 3, Pi,j(t) = P[t ≤ T (3), X(t) = j|X0 =

i], i = 1, 2.
(i) Calculez P̄1(t) = P[T (3) ≥ t|X0 = 1] et P̄2(t) = P[T (3) ≥ t|X0 = 2] à partir des

équations de Chapman-Kolmogorov et à partir de la réponse précedente et vérifiez
que les réponses coincident. Vérifiez que xi =

∫∞
0 P̄i(t)dt, i = 1, 2.

(j) Soit X̂i, i ∈ N la châıne sous-jacente. Calculez les distributions de T3,2 = inf{t ≥
0 : Xt = 2|X̂0 = 3, X̂1 = 2}, T3,1 = inf{t ≥ 0 : Xt = 1|X̂0 = 3, X̂1 = 1}, Ti,j =
inf{t ≥ 0 : Xt = j|X̂0 = i, X̂1 = j}.

3. a) Obtenez les équations de Chapman-Kolmogorov pour un processus des sauts Mar-
kovien, en conditionnant sur le moment de la premiére transition. b) Obtenez les
équations de Chapman-Kolmogorov, en conditionnant sur la position au moment t+h,
pour h très petit. Ind : Commencez par le cas du processus de Poisson.

4. Soit Xt une file M(λ)/M(µ)/1.
(a) Donnez la matrice génératrice G pour le processus Xt.
(b) Indiquer les valeurs des probabilités p et q pour que le nombre des clients aug-

mente/diminue, au moments du premier saut à partir d’un état n ≥ 0.
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(c) Calculez la distribution stationnaire de Xt.
(d) Calculez, l’ésperance ti en sortant de i ≥ 1 du temps T0 jusqu’à la première arrivée

en 0 (”busy period”), en utilisant le système de conditionnement 1+∑j G(i, j)tj =
0, ∀i ≥ 1.

(e) Calculez l’ésperance en sortant de 0 du temps T̃0 jusqu’au premier retour en 0.
(f) Calculez l’ésperance T0,s = Eπ[T0] du temps stationnaire (c.-à-d. avec la distribu-

tion initiale stationnaire π) jusqu’à la première arrivée en 0.
5. Supposons que le nombre de clientsXs en attente dans une file M(λ)/M(µ)/1 a atteint à

un temps fixé 0 sa distribution stationnaire, c.-à-d. P[X0 = k] = ρk(1−ρ), k = 0, 1, 2, ...,
où ρ = λ

µ
. Un client qui arrive au temps 0 restera dans le sytème pour un temps total

(attente + service) T = ∑X0+1
i=1 Si, où Si, i = 1, ..., X0 + 1 sont les temps de services

du client et de ceux qu’il trouve en attente dans la file. a) Calculez la transformée
de Laplace, l’éspérance et la distribution du temps T dans le système du client qui
arrive au temps 0. b) (*) Il s’avère que les clients en attente dans le tampon au temps
0 ont été infestés chacun par des extraterestres, de telle manière que chacun donnera
naissance tout au long de son attente à des nouveaux extraterestres, après des temps
exponentiels de taux λ. Soit Bi(t) le nombre d’extraterestres produits par le client i.
Quel est l’espérance du nombre total Z(t) = ∑X0

i=1 Bi(t) des extraterestres produits du
temps 0 au temps t par les clients infestés ?

6. Pour Xs un processus Poisson à taux λ, conditionné sur X0 = x, et T le temps de la
première arrivée, calculez la transformé de Laplace f̂T [δ] = Ee−δT, δ ≥ 0 et le coùt
total de stockage discompté

vδ(x) = Ex

∫ ∞

0
e−δsXsds

Indication : Utilisez la décomposition Xs = x + Ys, ou Ys est un processus Poisson
conditionné sur Y0 = 0. Soit T (0) le moment du premier saut. Alors, YT (0)+s = 1 + Ys.

7. Calculez la la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file M/M/s (πn =
e−ρ ρn

n! , n = 0, ...s;πn+k = πn(ρ
s
)k, k = 0, ..., π(s) = P o(ρ,s−1)

P o(ρ,s−1)+e−ρ ρs

s!(1−ρ/s)
)

8. Trouvez la distribution stationnaire du temps d’attente W dans les file M/M/s,
M/M/∞, et leurs transformées de Laplace.

9. Trouvez la fonction génératrice des moments du temps de séjour total d’un client dans
une file M(λ)/M(µ)/1, en supposant que la file est en regime stationnaire. Indication :
Utilisez la distribution stationnaire de la file M(λ)/M(µ)/1, et la question précédente.

10. Est-ce-que l’espérance stationnaire du séjour totale d’un client dans une fileM(λ)/M(2µ)/1
est plus grande que celle d’un client dans une file M(λ)/M(µ)/2 ? Justifiez votre re-
ponse.

11. Considérez une particule effectuant une marche aléatoire simple Xt, t = 0, 1, 2, ...
sur le graphe (A) ci-dessous : c.-à-d. à chaque moment t = 1, 2, ..., la particule se
déplace vers l’un de ses voisins sur le graphe à sa position actuelle, avec la même
probabilité pour chaque choix.
(a) Calculer :
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0

1

2 3

45

(A) (B)

1

2 3

45

0

i. L’ésperance en sortant de 1 du nombre de pas T0 jusq’au noeud 0. Indication :
Utiliser la symmetrie.

ii. L’ésperance en sortant de 0 du nombre de pas T̃0 jusq’au premier retour en
0.

iii. Les probabilités stationnaires de chaque noeud. Indication : On peut utiliser
les èquations d’équilibre detaillé.

iv. La probabilité x2 = P2{XT = 1}, où T = min[T1, T0].
v. Les probabilités pk en partant de 1 que la marche visite 0 exactement k fois

(k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour en 1.
(b) À un moment donné, le passage sur certaines arrets du graphe devient impossible,

ou possible seulement dans une direction, comme indiqué par des flèches dans le
graphe (B). Plus précisement, la particule continue de choisir des destinations
suivant le graphe (A) (”aveuglement”), mais les choix qui ne sont plus disponibles
résultent dans un pas annulé, donc sur place.

i. Donnez la matrice de transition de la marche.
ii. Identifiez les classes de la châıne, et classifiez les en récurrentes et transitoires.
iii. Trouvez la distribution stationnaire de chaque classe récurrente.
iv. Est-ce que la limite au sense de Caesaro quand n → ∞ de la matrice de

transition apres n étapes P n existe ? Le cas écheant, trouvez-la.
12. Une particule décrit une marche aléatoire sur E = {1, 2, ..., 2n− 1} : si la particule est

en i < n, alors elle se déplace en j = i+ 1, et si la particule est en i > n, alors elle se
déplace en j = i− 1 ; si la particule est en i = n, alors elle se déplace en une position
j choisie avec probabilités égales parmi les elements de E différentes de n. La position
Xk au temps k constitue une châıne de Markov.
(a) Donner la matrice de transition.
(b) Déterminer la loi invariante de la châıne.
(c) Calculer la position moyenne de la particule en regime stationnaire.
(d) Calculer l’espérance du temps de retour d’une particule qui part de n.
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13. Soit une châıne absorbante definie par la matrice de transition

p1 p2 | 1− p1 − p2
0 p | 1− p
0 0 | 1


et la distribution initiale (α1, α2). Trouvez l’esperance et la distribution du nombre des
pas N jusq’à l’absorbtion.

14. Des femmes et des hommes arrivent dans un magasin, après des temps fixes, unitaires.
Chaque instant, une femme arrive avec probabilité λF , ou un homme arrive avec pro-
babilité λH , ou il n’y a pas d’arrivée, avec probabilité q = 1 − λF − λH . a. Trouver
la probabilité qu’une femme entre avant un homme. Indication : Conditionnez sur le
premier instant, ou sur le nombre d’instants sans arrivées. b. Trouver la probabilité
que deux femme entrent avant un homme. c. Quelle est la probabilité qu’au moins
deux hommes soient entrés consecutivement (pas forcement aux moments consecutifs),
avant que trois femmes ne soient entrées consecutivement (pas forcement aux moments
consecutifs). Indication : Considèrez un processus de Markov sur l’espace des états :
(H1, H2, H3, ...)∪ (F1, F2, F3, ...), qui enregistre la longueur k du nombre des clients
k ∈ {1, 2, ...} du même sexe entrés consecutivement jusq’au temps t, et leur sexe (H/F) ;
formulez des equations d’arret pour les états d’arret indiqués.

15. a) Une mouche effectue une marche cyclique sur les sommets {1, 2, 3} d’un triangle,
avec matrice de transition ”circulante”

P =

a b c
c a b
b c a


où a, b, c ≥ 0 et a + b + c = 1. Il est facile de verifier que la matrice de transition P n

est aussi ”circulante” (c.-à-d. chaque ligne est déduite de la ligne précédente par une
permutation cyclique de ses éléments vers la droite ) et on dénote par (an, bn, cn) les
éléments de sa première ligne.
(a) Quelles sont les valeurs limites de (an, bn, cn) quand n→∞ ?
(b) On cherche une formule explicite, aussi simple que possible, pour la probabilité

an = P n(1, 1) qu’après n étapes, la mouche soit retournée au sommet 1 d’où elle
est partie. Soit vn = (bn, cn). Trouvez une récurrence pour le vecteur vn.

(c) Résolvez cette récurrence et trouvez an, au cas a = b = c = 1/3 et au cas
b = c = 1/2.

(d) Résolvez la récurrence, au cas où la mouche a deux fois plus de chances de sauter
dans le sens des aiguilles d’une montre, c.-à-d. b = 2/3, c = 1/3.

(e) Généraliser au cas d’une marche cyclique sur les sommets d’un polygone avec
k sommets (utilisant eventuellement votre language formel de choix, comme
xmaxima,...). Ind : Cela nous ramène à ètudier, eventuellement l̀’aide de Maxima,
les puissances des matrices circulantes stochastiques : A :=matrix([1-b-c,b,c],[c,1-
c-b,b],[b,c,1-c-b]) ; Vérifier que la matrice est entré correctement en calculant A1 =
subst(1, b, A);A2 = subst(0, b, A1);A23 ; Note : Maxima n’est pas capable main-
tenant de calculer puissances matricielles symboliques, et elle refuse de faire même
les matrices diagonales ; mais elle accepte les produits de Hadmard symboliques,
et comme les deux coincides, elle reussi aussi les produits matricielles symboliques,
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avec un peu d’aide : V :eigenvectors(A) ; V1 :V[2] ;V2 :V[3] ;V3 :V[4] ; VD :trans-
pose(matrix(V1,V2, V3)) ; M :ratsimp(invert(VD).A.VD) ; An :ratsimp(VD.Mn.invert(VD)) ;

16. a) Quelle est la probabilité que la marche aléatoire simple est de retour en 0 après 2n
pas ? b) Approximer cette quantité par la formule de Stirling limn→∞

n!
(n/e)n

√
n

=
√

2π.
c) (*) Démontrez la formule de Stirling.

17. (*) Marc et un groupe de n − 1 amis jouent un jeu. Chacun met un euro, et ensuite
lance une monnaie biaisée, avec une probabilité de sortir ”face” égale à p. La totalité
de l’argent est partagé également entre ceux qui ont obtenu face (s’il n’y a aucune,
l’argent est donné à une oeuvre charitaire), et les piles perdent leur argent. a) Quelle
est l’espérance du capital de Marc, après un tour ? b) (*) Quelle est l’espérance du
capital après un tour pour un joueur choisi aléatoirement ?

18. Ruegg, 2.9 :10,5,6,14,13,11.
Solutions

1. (a) i. Soit
ti = Ei T0 = Ei[ nombre de pas jusq’au noeud 0]

La symmetrie implique t2 = t3, t5 = t4, donc trois équations suffiront (au lieu
de 5). En conditionnant sur le premier pas, on trouve que ti satisfont :

t1 = 1 + t2

t2 = 1 + 1
4
t1 + 1

4
t2 + 1

4
t5

t5 = 1 + 1
3
t5 + 1

3
t2

ça donne : t5 = 11
3 , t2 = 13

3 , t1 = 16
3

ii. ET̃0 = 1 + 1
4(t2 + t3 + t4 + t5) = 1 + 12

3 = 5 (= 1
π0

)
iii. πi sont proportionels aux degrés vi des sommets, c.-à-d. πi = vi∑

j
vj

, donnant
(π1 = 2/(2 + 4 ∗ 3 + 3 ∗ 2) = 1

10 , π2 = 4/20 = 1
5 , π0 = 3

20) (en vérifiant ainsi le
théorème ET̃0 = 1

π0
).

iv. Le système d’absorption, tenant compte de x2 = x3, x4 = x5 est :

x2 = 1
4
x2 + 1

4
x4 + 1

4
x4 = 1

3
x2 + 1

3
x4

ça donne : x2 = 2
5 , x4 = 1

5 .
v. pk = (2

5)k 3
5 .

(b) i. après la détérioration, la matrice de transition est :

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 2

3
1
3

0 0 0 0 1
3

2
3


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Sans les pas sur place, elle serait

P =



1 0 0 0 0 0
0 0 1

2
1
2 0 0

1
4

1
4 0 1

4 0 1
4

1
4

1
4

1
4 0 1

4 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


ii. classes recurrentes : {0}, {4, 5} ; classe transiente : {1, 2, 3}.
iii. les distributions stationnaires des classes recurrentes : 1 et (1

2 ,
1
2).

iv. Le système d’absorption pour les probabilités d’absorption dans la classe 0
est :

x1 = 1
2
x2 + 1

2
x3

x2 = 1
4
x3 + 1

4
x1 + 1

4
x3 = 1

4
x2 + 1

4
x1 + 1

4
et x1 = x2 = x3 = 1

2 . La matrice des distributions asymptotique :

P =



1 0 0 0 0 0
1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

1
2 0 0 0 1

4
1
4

0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2


2. (a) La matrice de transition est :

P =



0 1 0 ... 0 0 0
0 0 1 0 ... 0 0
0 0 0 1 0 ... 0
1

2n−2
1

2n−2 ... 0 ... 1
2n−2

1
2n−2

... 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 ... 0 1 0


(b) πk = k

2(n−1)πn, ∀k < n et la symmetrie πk = π2n−k impliquent πn(1 + (n−1)n
2(n−1) ) =

πn(1 + n
2 ) = 1 et πn = 2

2+n
, πk = k

(n+2)(n−1)

(c) ES[Xn] = n

(d) tn = 1
πn

2+n
2

3. (a) La probabilité pF satisfait

pF = λF + (1− λF − λH)pF ⇔ pF = λF

λF + λH
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(b) p2
F

(c) Considerons la châıne de Markov en temps discret qui enregistre la longueur
du nombre des clients du même sexe entrés consecutivement et le type, ayant
comme espace des états les suites (H1, H2, H3, ...)∪ (F1, F2, F3, ...). En prenant
en consideration seulement les temps quand la châıne saute, pn a une marche
aléatoire qui ”avance” sur les hommes/femmes a.p. pH = 1−pF et pF , et ”change
de sexe” outrement. Par exemple, si λF = 2λH , les deux probas sont pH = 1

3 , pF =
2
3 . En denotant par xi, yi la probabilité de notre événement en partant d’une suite
des i femmes hommes, il faudra resoudre :

y1 = pH + pFx1

x1 = pHy1 + pFx2

x2 = pHy1

Generalisant pour m hommes et n femmes et posant SF,k = ∑k
i=1 p

i
F , SH,k =∑k

i=1 p
i
H , nous trouvont

y1 = pm−1
H

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
, x1 = pm

HSF,n−2

1− pHpFSH,m−2SF,n−2

et finalement

pHy1 + pFx1 = pm
H(1 + pFSF,n−2)

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
= pm

HSF,n−1)
1− pHpFSH,m−2SF,n−2

Pour m = 2, n = 3, on trouve :

y1 = pH

1− pHpF (1 + pF )
, x1 = p2

H(1 + pF )
1− pHpF (1 + pF )

et
pHy1 + pFx1 = p2

H(1 + pF + p2
F )

1− pHpF (1 + pF )
5) a) L’équation de Chapman-Kolmogorov donne imédiatement une formule expli-

cite : P n(1, 1). On note aussi que les marches cycliques ont la matrice de transition
P circulante, et donc nous avons une décomposition spectrale bien-connue expli-
cite, qui utilise les racines (complexes) de l’unité. Mais, on peut faire mieux. La
matrice P n est aussi circulante, et contient donc seulement deux inconnues : bn =
P n(1, 2), cn = P n(1, 3). Soit b = P (1, 2), c = P (1, 3), a = P (1, 1) = 1−b−c les pro-

babilités après un pas. On trouve la récurrence :
(
bn+1 − 1/3
cn+1 − 1/3

)
=
(
a− b c− b
b− c a− c

)
(
bn − 1/3
cn − 1/3

)
Le cas b = c = 1/2 et a = b = c = 1/3 donnent des récurences

”decouplées”. Le cas b = 2/3, c = 1/3 est plus difficile. En utilisant l’ordinateur,
on rémarque que :

(bn − 1/3, cn − 1/3) = (1/3, 1/3) + 3−1−n/2vn

où vn = vn+12 est périodique.
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(d) a) X, le nombre total des faces a une distribution binomiale B(n, p). Il y a deux
possibilités : - que Marc tire une pile et perd, dans quel cas son gain sera 0, et
qu’il tire une face, dans quel cas le gain sera Y = n

1+X′ où X ′ a une distribution
binomiale B(n, p). Donc, l’espérance du gain est

Y = pE
n

1 +X ′ = p
n−1∑
k=0

n

1 + k
Ck

n−1p
kqn−1−k = p

n−1∑
k=0

n

1 + k

(n− 1)!
k!(n− k − 1)!

pkqn−1−k

=
n−1∑
k=0

n

1 + k

n!
(k + 1)!(n− k − 1)!

pk+1qn−1−k =
n∑

j=1
Cj

np
jqn−j = 1− qn

b) Le gain espéré d’un ”joueur aléatoire” Y = Y (X) est 0 si X = 0, a.p. qn. Au
cas contraire, le ”joueur aléatoire” est gagnant avec probabilité X

n
et perdant avec

probabilité 1− X
n

. Le gain espéré est toujours (1− qn)E[X
n

n
X

] = (1− qn). Finale-
ment, cet exercice suggère la question générale du calcul des ”sommes binomiales”,
comme par exemple

Sn =
n−1∑
i=0

1
(i+ 1)2C

i
n−1x

i =
n−1∑
i=0

1
(i+ 1)2C

i
n−1x

i

où x = p
q
. Parfois, ces sommes peuvent etre déduites à partir de l’identité

(1 + x)m = ∑m
i=0 C

i
mx

i en dérivant ou en intégrant. Mais, le proces d’integra-
tion n’abouti pas toujours à des sommes closes. Une somme Sn = ∑n

1 fn est une
solution d’une relation de récurrence de premier ordre Sn − Sn−1 = fn et donc la
question de l’existence des formules closes pour fn polynômes ou fonctions ration-
nelles est un cas particulier de la question de l’existence des formules closes pour
les récurrences avec coefficients polynomiaux. Cette question est assez difficile, et
le plus efficace est d’utiliser un logiciel symbolique. Ceux-ci nous informent s’il y
a des formules closes dans la famille relativement simple des solutions ”d’Alem-
bertiennes”, ou si non.

4. Soit Xt une châıne de Markov absorbante, soit ∂ l’ensemble de ses états absorbantes,
soit B,A une décomposition de l’ensemble des états transitoires, et soit

p(k,B) = (px(k,B), x /∈ ∂)

où

px(k,B) := Px{exactement k visites en B avant l’absorbtion en ∂}, x /∈ ∂

(a) Quel type de distribution on trouve pour px(k,B), quand B = {x} ? (Spécifiez les

paramètres). Quel est le résultat pour la châıne associé à :


0 1− a a 0 0

1− b 0 b 0 0
x1 x2 0 x4 1− x1 − x2 − x4
0 0 c 0 1− c
0 0 0 0 1


où B = {3}, et en particulier pour a = b = c = 1/2, x1 = x2 = x4 = 1/4 (”le
papillon”).
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O U

A

B

C

Figure 10.1 – Marche aléatoire simple sur le graphe papillon

(b) Pour B quelqonque, en conditionnant sur le premier pas, trouvez une relation
entre les variables px(k,B), x ∈ A, k ∈ N, et finalement une récurrence vectorielle
p(k) = Mp(k − 1), en spécifiant comment obtenir la matrice M à partir de la
matrice P de transition de la châıne. Vérifiez votre formule avec le cas B = A.

(c) Retrouvez le résultat pour le ”papillon généralisé” ci-dessus, dans le cas qu’on
cherche la probabilité pk en partant de U = 5 que la marche visite O = 1 exac-
tement k fois (k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour à U) (les autres sommets
seront libelés A = 2, B = 3, C = 4), à partir de la formule générale.

(d) Considerez aussi le ”papillon généralisé”, en prenant B = {1, 2, 3}. Vérifiez pour
cet exemple que la somme ∑∞

k=0 pk(i, B) = 1, ∀i ∈ {1, 2, 3}.
(e) Ecrivez un program dans votre language de choix qui calcule p(k,B) et une

approximation p(k,B) ≈ cλk pour une châıne et ensemble B arbitraires et
démontrez sa performance sur les exemples 3.5, 3.6 (pages 23-24) et ensembles B
de votre choix.

Exercice 10.19 Une particule décrit une marche aléatoire sur E = {0, 1, 2, ..., 2n −
1, 2n} : si la particule est en i < n, alors elle se déplace en j = i+ 1, et si la particule
est en i > n, alors elle se déplace en j = i − 1 ; si la particule est en i = n, alors
elle se déplace en 0 avec probabilité a, en 2n avec probabilité b, et avec probabilité
1 − a − b >≥ 0 à une position j choisie avec probabilités égales parmi les autres
elements de E, différents de n. La position Xk au temps k constitue une châıne de
Markov.
(a) Donner la matrice de transition.
(b) Calculer les probabilités de ruine ψ(k).
(c) Calculer l’espérance du temps T = min[T (0), T (2n)].
(d) Calculer l’espérance du temps de retour en n d’une particule qui part de n.
(e) Déterminer la loi stationnaire de la châıne.
(f) Calculer la position moyenne de la particule en regime stationnaire.

Solution :
1. Quand |B| = 1, on trouve une distribution geometrique px(k, {x}) = λk−1(1 − λ)

où : 1 − λ = px(1, {x}) = Q(x, ∂(A) + ∑
y∈A−B p(x, y)Py[T∂(A) < Tx] = Q(x, ∂(A) +∑

y∈A−B p(x, y)(1 − Py[T∂(A) > Tx]), et λ = QB,B + ∑
y∈A−B p(x, y)Py[T∂(A) > Tx] =

QB,B +QB,A(I −QA)−1QA,B, car pour k ≥ 2 on a :

px(k, {x}) =
∑

y∈A−B

p(x, y)Py[T∂(A) > Tx]px(k − 1, {x}) = λpx(k − 1, {x})
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Pour le papillon, B = {3}, λB = x1 + x2 + cx4 = 5/8 et pour B = {1}, λB = 3/8.
2. Il est convenable de partager pk = (ak, bk), où bk = (px(k,B), x ∈ B),ak =

(px(k,B), x ∈ A, x /∈ B). On peut supposer qu’il y a un seul état absorbant (en
”collant ensemble” tous les états absorbants), et soit

P =

 QA QA,B | qA

QB,A QB | qB

0 0 | 1


la partition de la matrice de transition contenant les états dans l’ordre A − B,B, ∂.
On a b0 = 0, b1 = qB +QB,Aa0 et

a0 = qA +QAa0 =⇒ a0 = (I −QA)−1qA, b1 = qB +QB,A(I −QA)−1qA

Pour k ≥ 2, x ∈ B, px(k,B) = ∑
y∈A P (x, y)py(k − 1, B), et donc

bk = QBbk−1 +QB,Aak−1

tant que pour x /∈ B, k ≥ 1, px(k,B) = ∑
y∈A P (x, y)py(k,B) et donc

ak = QA,Bbk +QAak =⇒ ak = (I −QA)−1QA,Bbk

Comme

b1 = (IB −QB)1B −QB,A1A +QB,A(I −QA)−1((IA −QA)1A −QA,B1B) = (IB −M)1B)

on trouve

bk = (QB +QB,A(I −QA)−1QA,B)bk−1 =⇒ bk = Mk−1 ((IB −M)1B)

où M = QB +QB,A(I −QA)−1QA,B est la matrice de transition de la ”châıne induite”
sur B (où ”complement de Shur” de A en Q). Quand B = A, on retrouve bk = Qk−1

B qB.
3. En résolvant le système d’absorbtion pour pA, pB, pC , on trouve pA = 3/4, pB =

1/2, pC = 1/4. 5) Soit pA,k = PA{exactement k visites en U avant le retour en O},
avec pB,k, pC,k définies pareillement, et pk = (pA,k, pB,k, pC,k). Ainsi, p0 = (pA, pB, pC)
et p0 = 1

2(pA,0 + pB,0) = 1
2(pA + pB). Pour k ≥ 1, on trouve :

pk =

 0 1/2 0
1/4 0 1/4
0 1/2 0

pk +

0 0 0
0 1/8 1/8
0 1/8 1/8

pk−1

⇐⇒ pk =

 1 −1/2 0
−1/4 1 −1/4

0 −1/2 1


−10 0 0

0 1/8 1/8
0 1/8 1/8

pk−1

⇐⇒ pk =

0 1/8 1/8
0 1/4 1/4
0 3/8 3/8

pk−1
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Les vecteurs propres à droite sont les colonnes de

1 0 1/3
0 −1 2/3/
0 1 1

, les valeurs propres

correspondantes sont : 0, 0, 5/8 et le vecteurs propres de Perron-Frobenius à gauche est :

(0, 3/5, 3/5). Dés lors, pk = (5/8)k−1(pB + pC)

1/5
2/5
3/5

 et pk = (5/8)k−1(pB + pC)3/10

Exercices 3.4.2, 3.4.4 et 3.4.6 de Karlin et Pinsky.
1. Soit X = (Xt; t ≥ 0) un processus de Markov en temps continu, à matrice génératrice

donnée par :

G =
(
−β0 β

b B

)
où b = (−B)1 et β0 = β 1. Montrez que le temps de retour au premier état, en
partant du moment qu’on le quitte, a transformée de Laplace : b̂[s] = β (sI −B)−1b
et ésperance b̄ = β (−B)−11, et que la probabilité stationnaire de cet état satisfait
π−1

0 = 1 + b̄ Note : Dans le cas b0 = 1, on retrouve la bien-connue rélation du cas du temps discret

π−1
0 = ET0, où T0 est le temps total de retour au premier état.

2. Obtenez les transformés de Laplace

Li,j = Ei[e−τ 1{Xτ =j}], i ∈ T , j ∈ ∂

pour les temps d’absorbtion jointes avec la position d’absorbtion, pour un processus
de Markov avec plusieurs états absorbants.

3. Calculez la distribution stationnaire de la file M/Ph/∞.
4. Calculez la distribution stationnaire de la file M/Ph/1, et la probabilité π(s) que les

nouveaux arrivés ne doivent pas attendre.
5. (***) Calculez pour la file M/Ph/s la probabilité π(s) que les nouveaux arrivés ne

doivent pas attendre.
6. Trouvez les fonction génératrices et transformées de Laplace de N,Q, T,W pour la file

M/G/1 (la formule de Pollaczek-Khyncin).
7. Calculez la transformée de Laplace de la pèriode occupée d’une file M/Ph/1. Vérifiez

cette formule avec le cas M/M/1.
8. Montrez que la transformée de Laplace de la pèriode occupée d’une file M/G/1 satisfait

l’équation de Kendall :

z[s] = b̂[s+ λ− λz[s]] (10.10)

9. Est ce que la file ”B(atch)”M/Ph/∞ a une distribution de forme produit ?
Solutions :

1. Pt =
(
e−2t e−t(e−t − 1 + t)

0 e−t

)
, Qt =

(
e−2t e−2t(et − 1− t)

0 e−t

)
2. (a) Les probabilités de transition infinitésimales

P (dt) = edt G ≈ I + dt G =

 1− 7dt dt 6dt
2dt 1− 6dt 4dt
dt 2dt 1− 3dt


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(b)

P (.1) ≈

 .3 .1 .6
.2 .4 .4
.1 .2 .7


(c) Les probabilités de transition au moment du premier saut sont :

P =

 0 1/7 6/7
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0


(d) π = ( 2

13 ,
3
13 ,

8
13)

(e) La loi conditionnelle de T3 = inf{t ≥ 0 : Xt ̸= 3}, en sachant que X0 = 3, est la
loi exponentielle à paramètre 3 (et moyenne 1/3).

(f) En conditionnant sur le premier saut, nous trouvons :

x1 = 1
7

+ 1
7
x2

x2 = 1
3
x1 + 1

6
donc le même système. De lors, x1 = 7

40 , x2 = 9
40 .

(g) Conditionnant au moment du premier saut

E[T(3)|X0 = 3] = 1
3

+ 1
3

x1 + 2
3

x2 = 1
3

+ 1
3

7
40

+ 2
3

9
40

= 1
3

(1 + 7 + 18
40

) = 1
3

13
8

= 13
24

(h) Soit

G̃ =

 −7 1 6
2 −6 4
0 0 0


le générateur du processus absorbé en 3, et soit

˜̃G =
(
−7 1
2 −6

)

le générateur du processus observé seulement en 1, 2. Diagonalisons ˜̃G = L−1Diag(λi)L,
où les lignes de la matrice L sont les vecteurs propres à gauche. Ici, les valeurs
propres, données par λ2 + 13λ + 40 = (λ + 8)(λ + 5) = 0 sont −8 et −5 avec

vecteurs propres L =
(

2 −1
1 1

)
. Finalement,

˜̃P (t) = L−1Diag(eλi t)L

(i) Les probabilités demandées satisfont P̄i(t) = 1 − Pi,3(t), i = 1, 3, où Pi,3(t) sont
les probabilités de transition du processus absorbé avec générateur

G̃ =

 −7 1 6
2 −6 4
0 0 0


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A. Par la question precedente, :(
P1(t)
P3(t)

)
= L−1Diag(eλi t)L1,

ce qui donne(
P1(t)
P3(t)

)
= 1

3

(
1 1
−1 2

)(
e−8t 0

0 e−5t

)(
2 −1
1 1

)
1 = 1

3

(
1 1
−1 2

)(
e−8 t

2e−5 t

)
=
(

+2e−5t/3 + e−8 t/3
4e−5t/3− e−8 t/3

)

et x1 = 2
3

1
5 + 1

3
1
8 = 7

40 , x2 = 9
40 . B. Posons pi(t) = P̄i,3(t) = 1 − Pi,3(t) pour les

probabilités de non-absorption dans la colonne fixe 3. On a p1(0) = p2(0) = 1
Comme P3,3(t) = 1, l’équation Chapman-Kolmogorov P ′ = GP donne pour la
troisième colonne :

(1− p1(t))′ = −7(1− p1(t)) + (1− p2(t)) + 6
(1− p2(t))′ = 2(1− p1(t)) +−6(1− p2(t)) + 4

ou

p1(t)′ = −7p1(t) + p2(t), p1(0) = 1
p2(t)′ = 2p1(t)− 6p2(t), p2(0) = 1

et donc (
p1(t)
p3(t)

)
= et ˜̃G1

où ˜̃G denote le générateur avec la colonne et ligne d’absorption 3 enlevée.
3. Soit j ∈ N , on veut calculer pj (t) = P [Xt = j]. Dans ce qui suit on conviendra de

noter p−1 (t) = 0. On a pour tout h > 0 :

pj (t+ h) = P [Xt+h = j] =
j∑

i=0
P [Xt+h = j et Xt = i] car Xt ≤ Xt+h d’après (1)

=
j∑

i=0
P ([Xt+h −Xt = j − i] ∩ [Xt = i])

=
j∑

i=0
P [Xt+h −Xt = j − i]P [Xt = i] car (Xt)t≥0 est un P.A.I.

=
j∑

i=0
pj−i (h) pi (t) d’après (2)

= (1− λh) pj (t) + λhpj−1 (t) + hε (h) avec lim
h→0

ε (h) = 0

Ainsi,
pj (t+ h)− pj (t)

h
= λ (pj−1 (t)− pj (t)) + ε (h)

En passant à la limite (h→ 0), on obtient alors :{
p

′
0 (t) = −λp0 (t)
p

′
j (t) = λ (pj−1 (t)− pj (t)) si j ̸= 0
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4. c) On trouve πi = ρπi−1, i = 1, 2, ..., et donc πi = ρiπ0 avec ρ = λ
µ
. d) t1 = 1

µ−λ
. e)

Remarquez l’identité t0P0[X1 ̸= 0] = π−1
0 , valable pour toutes les châınes ergodiques.

5. a) Si, i = 1, ..., X0 + 1 sont des variables exponetientielles de paramètre µ. On trouve

Ee−sT = Ee−s
∑X0+1

1 Si =
∞∑

k=1
(1−ρ)ρk−1

(
µ

µ+ s

)k

= (1−ρ) µ

µ+ s
φµ+ sµ(1− ρ) + s = (1− ρ)µ

µ(1− ρ) + s

et donc T est exponentielle avec paramètre µ(1− ρ). b) E∑X0
i=1 Bi(t) = EB1(t) EX0 =

λt φρ1− ρ
6. Le temps de la première arrivée étant exponentiel, Ee−δT = λ

λ+δ
. Conditionnant sur

le temps de la première arrivée, on trouve d’abord v(0) = λ
λ+δ

(1
δ

+ v(0)) et alors :
v(0) = λ

δ2 . En suite, v(x) = δ
λ+δ

1
δ

+ λ
λ+δ

v(x+ 1), ....
7. (a)

(b)
(c) On trouve π2 = ρπ1, π

′
2 = ρ′π′

1. Soit k = π0 + π1 + π′
1. Eliminant π2, p

′
2, on arrive

à :

λpk = (λ+ µ)π1

λp′k = (λ+ µ′)π′
1

k + ρπ1 + ρ′π′
1 = 1

et donc π1 = φkpρ1 + ρ, π′
1 = φkp′ρ′1 + ρ′, π0 = φkp1 + ρ + φkp′1 + ρ′ avec

k = (1 + φpρ21 + ρ+ φp′(ρ′)21 + ρ′)−1.

10.7 Contrôle continu Processus de Markov 2013
1. Soit X = (Xt; t ≥ 0) un processus de Markov en temps continu sur l’ensemble N, avec

générateur infinitésimal Gf(x) = µ−1(f(x−1)−f(x))+µ2(f(x+2)−f(x)), x ≥ 1 avec
µ−1 = 12/13, µ2 = 1/13, et avec Gf(0) = µ2(f(2)− f(0))). a) Calculez la distribution
stationnaire de Xt. b) Calculez l’espérance t(x) = ExT, où T = T0 = inf{t : X(t) ≤ 0}
est le temps de vidage, ainsi que le coùt de vidage c(x) = Ex

∫ T
0 Xsds, en résolvant les

équations de récurrence Gc(x) + h(x) = 0, x ≥ 1, c(0) = 0 où h(x) = 1 et h(x) = x,
respectivement.

2. Une particule décrit une marche aléatoire en temps continu sur E = {1, 2, ..., 2n− 1} :
si la particule est en i < n, alors elle se déplace en j = i+ 1 à taux λ, et si la particule
est en i > n, alors elle se déplace en j = i − 1 à taux λ ; si la particule est en i = n,
alors elle se déplace à taux total µ, vers une position j choisie avec probabilités égales

1
2n−2 parmi les elements de E différentes de n. La position Xk au temps k constitue un
processus de Markov en temps continu.
(a) Donner la matrice génératrice.
(b) Déterminer la loi invariante de la châıne.
(c) Calculer l’espérance ti du temps d’atteinte de n d’une particule qui part de i < n.
(d) Calculer l’espérance du temps de retour tn d’une particule qui part de n.
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Solutions :
1. a) La distribution stationnaire satisfait est de la forme πn = A1r

n
1 +A2r

n
2 , ou ri satisfont

12r2−r−1 = 0, et sont −1
4 ,

1
3 . Finalement, πn = A1(−1

4 )n+A2(1
3)n, et π1 = π0

µ1+µ2
µ−1

(⇐⇒
π−1 = 0) =⇒ πn = 5

14(−1
4 )n + 10

21(1
3)n. b) Nous devons resoudre

(Gc)(x) + h(x) = 0
c(0) = 0
c(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

On décompose c(x) = ch(x) + p(x) oú ch(x) = A + A1r
x
1 + A2r

x
2 , avec A1 = A2 = 0

(car |ri| > 1), et p(x) = Bx pour la première question, et p(x) = x(Bx + B1) pour
la deuxième. On trouve par la méthode des coefficients indeterminés que les solutions
sont t(x) = 13

10x, c(x) = 13
20x(x+ 8

5).
2. (a) La matrice génératrice est :

G =



−λ λ 0 ... 0 0 0
0 −λ λ 0 ... 0 0
0 0 −λ λ 0 ... 0
w w ... −µ ... w w
... 0 0 λ −λ 0 0
0 0 0 0 λ −λ 0
0 0 0 ... 0 λ −λ


où w = µ

2(n−1) .
(b) On trouve πk = kw

λ
πn, ∀k < n. La symmetrie πk = π2n−k et normalization

impliquent πn(1 + (n−1)n
2(n−1)

µ
λ
) = πn(1 + nµ/λ

2 ) = 1 et πn = 2λ
2λ+nµ

)

(c) ti satisfont G̃ti + 1 = 0, i ̸= n =⇒ ti = n−i
λ

(d) tn = 1
µ

+∑n
i=1

1
n−1

n−i
λ

= 1
µ

+ n
2λ

= 1
µ
(1 + nµ

2λ
). En effet, πntn = 1

µ
.
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Chapitre 11

Les processus semi-markoviens de
sauts

11.1 Un exemple de modélisation Markovienne
Illustrons la modelisation Markovienne par un exemple :

Exemple 11.1 Un système est composé de trois machines identiques, dont une seule tra-
vaille à un moment donné. Quand une machine se casse, une autre la remplace, s’il existe
des machines en état de fonctionnement. Il y a aussi un reparateur, qui peut etre appelé
seulement quand deux machines sont cassées. Une fois venu, le reparateur restera jusqu’au
moment ou toutes les machines sont reparées. Mais, dans le cas où toutes les machines sont
cassées, une catastrophe arrivera. Quelle est la distribution du temps jusqu’à la catastrophe ?

R : Nous allons repondre à cette question d’abord dans le cas le plus simple quand les temps
de fonctionnement et de reparation sont exponentielles, qui est immédiatement abordable par
la théorie des processus de Markov. En suite nous allons aussi aborder le pb. pour des temps
de fonctionnement et de reparation de type phase, ou, plus generalement, avec transformée
de Laplace rationelle (dans le cas général des distruibutions arbitraires, on pourrait utiliser
finalement des approximations rationnelles).

11.2 Mise en scène
Pour mettre en place le décor, considérons un processus stochastique Xt en temps

continu, sur un espace d’états E fini ou dénombrable, appellé processus de sauts. On
note E = {ei; i ∈ I} où I ⊂ N, et on munit E de la tribu P (E), l’ensemble des parties de E .
Souvent, on identifie l’espace d’états E fini avec l’ensemble des indices I (i.e on appelle les
états par leur indice). Nous aimerions enrichir le modele des châınes de Markov, pour qu’il
puisse accomoder la possibilité des temps de transition aleatoires t(i), i = 1, 2, 3, .... d’un état
à l’autre, suivant une matrice des distributions inconnues

Fx,y(t) := P [t(1) ≤ t|X(0) = x,X(t(1)
+ ) = y]

(qu’il faudra estimer). Un tel processus défini par une matrice stochastique des probabilités
de transition P est une matrice des distributions F (t), contenant les lois des temps de
saut, conditionnées par le point de départ et d’arrivée, s’appelle semi-markovien. Nous
etudierons surtout le cas particulier des temps de saut exponentielles Fx,y(t) = 1−e−µ(x)t,∀y,
qui est le seul a satisfaire la propriété de Markov en temps continu, par sa propriété d’absence
de memoire !
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Un processus markovien de renouvellement est défini par une suite des pairs des variables

{(Xn, Tn), Xn ∈ E = {1, 2, ...}, Tn ∈ R+, n ≥ 0}

representant respectivement les positions d’un processus de sauts sur un ensemble fini ou
dénombrable E, et les temps de transition. Les distributions jointes de Xn et des temps de
transition entre les sauts sont définies par des ”noyaux”

An(t) = {Ki,j,n(t) = P[Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t|Xn = i], i, j ∈ E, n ≥ 0}

tq les matrices P n := An(∞) sont stochastiques, et les fonctions Fi,j,n(t) = Ai,j,n(t)/Ai,j,n(∞)
sont nondecroissantes, continues à droite. Nous traiterons seulement le cas homogène, défini
par un seul noyau

A(t) = {Ai,j(dt) = P[Xn+1 = j, Tn+1 − Tn ≤ t|Xn = i], i, j ∈ E}, ∀n ≥ 0.

Soit A∗(z) la matrice des transformées de Laplace/transmittances. Le noyau factorise
donc en deux composants

{Ai,j(t) = Pi,jFi,j(t), i, j ∈ E},
qui representent respectivement les distributions de la châıneXn des sauts, et les distributions
des temps de transition entre les sauts Tn.

Définition 11.1 Un processus markovien de renouvellement homogène de transmittances
Q∗(z) est un processus définit par une matrice des distributions

Ki,j(t) = Pi,jFi,j(t),

tq P = K(∞) est la matrice de transition d’une châıne de Markov, et Fi,j(t) sont des
distributions (des temps de transition entre les sauts). Soit Nt les processus de comptage
associé (comptant le nb. des sauts jusqu’au temps t). Le processus en temps continu

Zt = XNt

est appellé processus semi-markovien.

Rq : La modélisation semi-markovienne offre une flexibilité considerable. En separant les
probabilités de transition pi,j de la châıne sous-jacente des distributions Fi,j(t) des temps de
transition, elle permette que ceci soient arbitraires et dependant aussi des points d’arrivée
des sauts (pendant que dans la modélisation markovienne 1− Fi,j(t) = egi,it,∀j ∈ E).

11.3 Transformés de Laplace des temps de premier
passage pour les processus semi-markoviennes (*)

Comme vu, pour les distributions fe type phase, on a toutes les transformées de Laplace
des temps d’absorbtion

li(s) =
(
(sI −B)−1b

)
i
,∀i ∈ T ,

à partir de B. Il est quand même profitable de reformuler ce résultat en fonction de la
matrice géneŕatrice G, car ça permet de donner des extensions qui continuent à etre vraies
pour les processus semi-Markoviennes !
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Corollaire 11.1 (*)Transformées de Laplace des temps de premier passage, en
termes du générateur. Soit Xt un processus de Markov des sauts avec un état absorbant,
à matrice génératrice (de taux de transitions) donnée par :

G =
(

B b
0 0

)
.

Soit
Rs = (sI −G)−1

sa resolvente. Alors, les transformées de Laplace li(s)∀i ∈ T du temps de passage à état
absorbant sont données par :

li(s) = Rs(i, ∂)
Rs(∂, ∂)

∀i ∈ T .

De plus, une formule similaire est valable pour chaque temps de premier passage entre deux
états i, j d’un processus de Markov des sauts :

li,j(s) =


Rs(i,j)
Rs(j,j) ∀i ̸= j ∈ E
1− 1

Rs(i,i) ∀i ∈ E

Exercice 11.1 a) Spécifiez les châınes ”discretisés” obtenues en regardant la file d’attente
M/G/1 aux temps des départs et la file G/M/1 aux temps d’arrivé sont des châınes de
Markov en temps discret, en donnant leur matrices de transition. b) Quelles sont les matrices
de transition des discretisés des files M/G/1/K et G/M/1/K ?

Sol b) : Pour la file M/G/1/K, posons pk = P{k arrivés pendant un service } et Pk =∑∞
i=k pi pour le premier cas.

G =



p0 p1 p2 · · · · · · PK+1
p0 p1 p2 · · · · · · PK+1
0 p0 p1 p2 · · · PK
... . . . . . . . . . . . . PK−1
... . . . . . . . . . p1

...
0 0 · · · 0 p0 P1


Pour la file G/M/1/K, posons pk = P{k services entre deux arrivés } pour le deuxième cas
et Pk = ∑∞

i=k pi pour le premier cas...

Exercice 11.2 Essayez les exercices les plus simples des chapitres anterieurs, en supposant
des temps des sauts non-exponentielles.
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Chapitre 12

Qu’est ce qu’il y aura dans l’examen ?

12.1 Examen d’entrâınement 1.
1. L’espace des états d’une châıne est S = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et la matrice de transition est

P =



1 0 0 0 0 0 0
a 0 b 0 0 1− a− b 0
0 0 0 1

3
1
6

1
6

1
3

0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 0 1
4

3
4


(a) Tracez le graphe de communication et identifiez les classes de la châıne. Classifier

les classes en récurrentes et transitoires. Y’ a-t-il des classes périodiques ?
(b) Trouvez la distribution stationnaire des classes récurrentes.
(c) Trouvez la limite quand n→∞ de la matrice de transition apres n étapes P n

2. Pour une marche aléatoire Xt, t = 0, 1, 2, ... sur le graphe cubique ci-dessous,
calculer :

O

UB

A

Figure 12.1 – Marche aléatoire simple

(a) L’ésperance en sortant de U du nombre de pas TO jusq’au noeud O. Indication :
Utiliser la symmetrie.

(b) Les probabilités stationnaires du chaque noeud.
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(c) L’ésperance en sortant de O du nombre de pas T̃O jusq’au premier retour à O.
(d) La probabilité pA = PA{XT = U}, ou T = min[TU , TO].
(e) La probabilité pk en partant de O que la marche visite U exactement k fois

(k = 0, 1, 2, ...) avant le premier retour à O. Vérifier la somme ∑∞
k=0 pk.

3. Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov homogène sur l’ensemble {1, 2}, de distribution

initiale c0 = (p, 1− p) et de matrice de transition P =
(

1− a a
b 1− b

)
(a) Calculez P{X0 = 2, X1 = 2}, c1(2) = P{X1 = 2} P{X0 = 2|X1 = 2}, et P{X0 =

2, X1 = 1, X4 = 2}.
(b) Trouvez toutes les lois stationnaires π de la châıne donnée (s’il y en a plus

d’une seule). Spécifiez, en justifiant, si la limite limn→∞c0P
n existe pour la

châıne donnée. Si c’est le cas, quelles sont les limites limn→∞ P{Xn = 2},
limn→∞ P{Xn = 2, Xn+1 = 2} et limn→∞ P{Xn = 2|Xn+1 = 2} ?

(c) Étant donné des coùts de stockage per unité de temps h(1), h(2), calculez le coùt
moyen stationnaire

Eπ n−1
n∑

i=1
h(Xi)

ou Eπ denote l’espérance avec distribution initiale de X0 égale à π.
4. Soit Yi, i = 1, ..., une suite des lancées de dé indépendantes. Déterminer dans les

exemples suivantes si la suite Xn est une châıne de Markov, en donnant (si possible) la
matrice de transition et le graph de communication. Classifier les classes en récurrents
et transitoires et calculer si possible la limite P = limn→∞ P n

(a) Le maximum de résultats Xn = max1≤i≤n Yi

(b) Le nombre cumulatif de non 6, après le temps n, jusqu’au prochâıne 6.
(c) Xn = Yn + Yn−1

(d) Xn = Max1≤i≤nSi, ou Si = ∑i
k=1 Yi et

(e) Xn = S1 + S2 + ...+ Sn

Solutions :
1. (a) Classes récurrentes : (1) et (6, 7). Classe transitoire, nonpériodique : (2, 3, 4, 5).

(b) Les distribution stationnaire des classes récurrentes sont (1) et (1
3 ,

2
3).

(c) La limite quand n→∞ de la matrice de transition apres n étapes P n est

P∞ =



1 0 0 0 0 0 0
b2,1 0 0 0 0 1

3b2,6
2
3b2,6

b3,1 0 0 0 0 1
3b3,6

2
3b3,6

b2,1 0 0 0 0 1
3b2,6

2
3b2,6

b2,1 0 0 0 0 1
3b2,6

2
3b2,6

0 0 0 0 0 1
3

2
3

0 0 0 0 0 1
3

2
3


où b2,1 = 2a

2−b
, b3,1 = a

2−b
et b2,6 = 1− b2,1, b3,6 = 1− b3,1.
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3) (a)

(1− p)(1− b)
(1− p)(1− b) + p a

(1− p)(1− b)
(1− p)(1− b) + p a

(b) Loi stationnaire : ( b
a+b

, a
a+b

)

a

a+ b
a

a+ b
(1− b)

1− b

(c)

b

a+ b
h(1) + a

a+ b
h(2)

12.2 Examen d’entrainement 2
1. Soit Xt = x + ∑t

i=1 Zt une marche sur les nombres naturels, avec la distribution de
chaque pas Zt donnée par pk = P [Zt = k], avec :

{
p1 = 6

7 , p−1 = 0, p−2 = 1
7

}
. a) Verifier

si E[Zt] > 0. b) Calculer les probabilités de ruine ψx, x ∈ N. c) Vérifier la positivité
du résultat. d) Calculer l’espérance du temps de ruine pour la marche sur les nombres
naturels, avec la distribution de chaque pas Zt donnée par :

{
p−1 = 6

7 , p1 = 0, p2 = 1
7

}
e) (*) Calculer l’espérance du temps de ruine pour la marche avec la distribution de
chaque pas Zt donnée par :

{
p1 = 6

7 , p−1 = 0, p−2 = 1
7

}
, en supposant que ce temps est

fini (en conditionnant sur le cas où la ruine arrive).
2. La file d’attente d’un bus avec capacité infinie. Soit Xt une file d’attente

M(λ)/M(µ)/1, dans la quelle le serveur sert chaque fois simultanément tous les
clients qu’il trouve en attente dans le tampon (arrivés dans la file après le début de
son dernier service).
(a) Dessinez le graph de transitions du processus Xt, et donnez sa matrice génératrice.
(b) Indiquer les valeurs des probabilités λ̃ et µ̃ pour que le nombre de clients aug-

mente/diminue, au moment du premier saut à partir d’un état n ≥ 0.
(c) Calculez la distribution stationnaire de Xt.
(d) Formulez et resolvez le système de conditionnement pour les espérances tk = EkT0

en sortant de k ≥ 1 du temps T0 (jusqu’a l’arrivée en 0 –la pause café du serveur).
(e) Calculez l’ésperance tS = EST0 du temps stationnaire (avec distribution initiale

stationnaire) jusqu’à la première arrivée en 0.
(f) Calculez l’ésperance t̃0 = E0[T̃0] en sortant de 0 du temps T̃0 jusqu’au premier

retour en 0.
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(g) Considerez maintenant une file d’attente où il y a aussi des arrivées des couples, à
taux λ2. Formulez et resolvez le système de conditionnement pour les espérances
tk = EkT0. Trouvez πk, k = 0, 1, 2, par exemple en utilisant l’identité

t̃kπk = t(k), k = 0

où t(k) est l’esperance du temps passé en k jusqu’au premier saut.
(h) (*) Reprenez les questions précédentes pour une châıne de Markov représentant le

nombre de clients en attente dans un arret de bus, en temps discret, en supposant
qu’à chaque instant t = 1, 2, .. une seule personne arrive (ou pas) avec probabilité
p < 1, et en suite le bus arrive (ou pas) avec probabilité q < 1, et prend tous les
voyageurs (le dernier arrivé inclu). Dessinez le graph de transitions de ce processus,
en indiquant les probabilités λ et µ pour que le nombre de voyageurs augmente
et diminue respectivement, ainsi que la probabilité z pour que ce nombre reste
inchangé. Donnez la matrice des probabilités de transition pour la châıne Xt.
Reprenez ensuite les autres questions ci-dessus.

3. On lance une pièce de monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et
celle de sortir pile égale à p = 1 − q, jusqu’à ce qu’on obtient une suite pile-face-pile
(arrivèes consécutivement). Trouvez l’espérance t du temps jusqu’à l’arret, (c.-à-d. le
nombre de jets N , en incluant le dernier). Indication : On peut utiliser un processus
de Markov qui retient l’information minimale nécessaire pour décider si l’événement
désiré a eu lieu (et qui contient dans ce cas l état final desiré, et tous ses prefixes).
Reprenez cette question, en supposant que les temps d’arrivée d’un nouveau résultat
ont des distributions exponentielles avec des paramètres λP , λF , λP F (qui dependent
des dernières deux états).

4. Soit X = (Xt; t ≥ 0) un processus de Markov en temps continu sur l’ensemble N, avec
générateur infinitésimal Gf(x) = µ1(f(x+1)−f(x))+µ−1(f(x−1)−f(x))+µ−2(f(x−
2)− f(x)), x ≥ 2 avec µ1 = 1/2, µ−1 = 1/8, µ−2 = 3/8, et avec les passages impossibles
en 1 et 0 étant anulés (c.-à-d. Gf(1) = µ1(f(2)− f(1)) + µ−1(f(0)− f(1)) et Gf(0) =
µ1(f(1)−f(0))). Resolvez les équation de récurrence Gc(x) +h(x) = 0, x ≥ 1, c(0) = 0
satisfaites par le temps de vidage T = T0 = inf{t : X(t) ≤ 0} et le coùt de vidage
c(x) = Ex

∫ T
0 Xsds, obtenues respectivement pour h(x) = 1 et h(x) = x. Montrez que

c(x) = t(x)(x+ 1
2

+ γ)

ou γ = EssXt est le coùt moyen stationnaire de ce processus. Donnez une explication
probabiliste de la partie w(x) = t(x)x+1

2 = c(x)− γt(x).
5. On lance une monnaie biaisée jusqu’à la premiére fois quand une pile arrive après un

nombre impaire de faces. Trouvez l’espérance n du nombre de pas de ce jeu, tenant
compte aussi de la dernière pile.

Solutions :
1. Les probabilités de ruine satisfont ψx = 6

7ψx+1 + 1
7ψx−2, x ∈ N. Elles sont des combi-

naisons de puissances ρx, avec ρ une racine de
6
7
ρ3 − ρ2 + 1

7
= (ρ− 1)(6

7
ρ2 − 1

7
ρ− 1

7
) = 6

7
(ρ− 1)(ρ− 1/2)(ρ+ 1/3)

ψx = A1(1
2)x + A2(−1

3 )x satisfait ψ0 = ψ−1 = 1 ssi A1 = 4/5, A2 = 1/5.
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2. (a)

G =



−λ λ 0 · · ·
µ − (λ+ µ) λ 0
µ 0 − (λ+ µ) λ 0
µ 0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . .


Le graph de communication est :

0 1 2 n
λ λ λ λ

µ
µµ

µ

Figure 12.2 – Exe 2 : Le serveur sert tous les clients

(b) En temps continu, λ̂ = λ
λ+µ

, µ̂ = µ
λ+µ

. En temps discret, la pb. que la file augmente
est λ̂ = p(1 − q) et la pb. que la file se vide est µ = q. La pb. que la file reste
inchangé est z0 = 1− λ, et ∀n ≥ 1, zn = z = 1− λ− µ = (1− p)(1− q).

(c) En temps discret, on trouve πi = λπi−1 + zπi ⇐⇒ πi = λ̃πi−1, i = 1, 3, ..., avec
λ̃ = λ

λ+µ
, et donc πi = λ̃iπ0, où la constante de normalisation est π0 = 1−λ̃ = µ

λ+µ
.

En temps continu, même reponse.
(d) Pour le pb. d’absorbtion, on resout le système t0 = 0, G̃tk = 0, k ̸= 0, où G̃ denote

la matrice de transition sur les états transients (avec la ligne et colonne de 0
enlevées). λtk+1 − (λ+ µ)tk + 1 = 0, k = 1, 2, ... donne t1 = t2 = ... = µ−1.

(e) tS = λ
λ+µ

1
µ

(f) Soit T (1) le moment du premier saut (”la période de vacance/idle period”), et
soit t(0) = E[T(1)|X(0) = 0] = λ−1 son esperance. Alors, t̃0 = t(0) + E[tX(T (1))] =
t(0)+t1 = 1

λ
1
µ̃
. Remarquez que l’identité t̃kπk = t(k), valable pour toutes les châınes

ergodiques, est satisfaite ici avec k = 0.
(g) Pour un autre exemple, en ajoutant arrivées des couples à taux λ2 t0 = t(0) + µ−1

où t(0) = (λ + λ2)−1, et π0 = 1
1+µ−1/t(0) = µ

µ+λ+λ2
⇐⇒ π0(λ + λ2) = (1 − π0)µ.

Note : Par récurrence, il suit que π0 = µ̂ = µ
µ+λ+λ2

, π1 = λ̂π0 = λ
µ+λ+λ2

π0,

π2 = (λ̂2 + λ̂2)π0, π3 = (λ̂3 + 2λ̂2λ̂)π0, )... En general, le coefficient de λ̂k
2λ̂

m en πn

où n = m+ 2k est le nb. des placements des k blocs contigus de longueur 2 parmi
n places !

3. Le processus de Markov qui retient l’information minimale est donné par le ”mot”
d’arret désiré, et par tous ses prefixes. On peut aussi considerer le processus de Markov
sur des états specifiant les deux dernièrs résultats posibles : {PF}, {∗P}, {P cF}, ∅. Les
deux inconnues x1 = x{∗P }, x2 = x{P cF } satisfont :

x1 = 1 + px1 + q ∗ 0, x2 = 1 + px1 + q ∗ x2 q ⇐⇒ x1 = q−1, x2 = x1 + p−1 = q−1 + p−1
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4. Pour c(x) = Ex[
∫ T

0 X(t)dt] (coùt totale de stockage) on trouve

(Gc)(x) + x = 0
c(0) = 0
c(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

Comme Gx = λ − µ et Gx2 = 2x(λ − µ) + λ + µ, on trouve par la méthode des
coefficients indeterminés que la solution est c(x) = x2

2(µ−λ) +
x(µ+λ)
2(µ−λ)2 On trouve que c(x) =

cr(x) + γt(x). Interpretation : La première partie, cr(x) = t(x)(x+1
2 ) est la solution

”fluide”, qui utilise precisement la moyenne arithmetique des valeurs (x, x − 1, ..., 1),
comme si avant le vidage on aurait visité seulement ces valeurs, pour des durées de
temps égaux. La deuxième partie sugère un ”remplacement de la valeur moyenne a
long terme 0 (”vue de loin”) dans la solution fluide par la valeur moyenne réelle a long
terme γ. Cela suggère pour grand x une décomposition du temps de vidage en deux
phases : Dans la première le système approche linéairement son regime stationnaire
et les fluctuations stationnaires sont negligeables. Dans la deuxième, plus longue, de
longueur t(x) au premier ordre d’approximation, le systéme est en regime stationnaire.

5. Considerons le processus de Markov sur les états : {FiP}, {P}, {Fi}, {Fp}, où le der-
nier état inclu le cas ∅. Soit N le nombre de pas jusqu’à la premiére fois quand une
pile arrive après un nombre impaire de faces, et xi, i = 1, 2, 3 son espérance, à partir
des états transitoires : x1 = x{P }, x2 = x{F i}, x3 = x{F p}. Les trois inconnues satisfont :

x1 = 1 + px1 + q ∗ x2, x2 = 1 + q ∗ x3, x3 = 1 + px1 + q ∗ x2 =⇒

x3 = x1, qx1 = 1 + qx2 = 1 + q(1 + qx1) =⇒ x1 = 1 + q

q(1− q)

Note : Le conditionnement sur le premier pas ne marche pas. Examinons l’espace
d’états :

E = {P, FP, FFP, FFFP, FFFFP, ..}

en essayant de trouver une décomposition en cas (ou un temps d’arret T ) qui permet
une approche recursive. Dans le premier, troisième, ...cas, on recommence. Dans le
dexième, quatrième, ..., on conclut N = 2, 4, .... Le temps d’arret permettant une
solution est donc le temps T de la premiére pile. En conditionnant sur T , on trouve :

n = E[N ] =
∞∑

k=1
q2k−1p(2k) +

∞∑
k=0

q2kp((2k + 1) + n)

= 2pq
(1− q2)2 + p(1 + q2)

(1− q2)2 + n
1

1 + q
= p

(1− q)2 + n
1

1 + q

où on a utilisé ∑∞
k=1 2kq2k−1 = ( 1

1−q2 )′ = 2q
(1−q2)2 ,

∑∞
k=0(2k + 1)q2k = 1

(1−q)2 − 2q
(1−q2)2 =

(1+q2)
(1−q2)2 . On retrouve finalement : n = 1+q

q(1−q)
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12.3 Examen d’entrâınement 3
1. L’espace des états d’une châıne est S = 1, 2, 3, 4, 5, 6 et la matrice de transition est

P =


1 0 0 0 0 0
a1 0 b c a2 0
0 1

3 0 0 0 2
3

0 1
2 0 0 0 1

20 0 0 0 1− c1 c1
0 0 0 0 c2 1− c2


où a1, a2, b, c, c1, c2 ∈ (0, 1) et c = 1− b−

∑2
i=1 ai.

(a) Tracez le graphe de communication et identifiez les classes de la châıne. Classifier les
classes en récurrentes et transientes.

(b) Trouvez la distribution stationnaire des classes récurrentes.
(c) Trouvez les probabilités d’absorbtion p

i,̂j
pour chaque état i transient et chaque classe

d’états recurrents ĵ
(d) Trouvez la limite quand n→∞ de la matrice de transition après n étapes Pn.

2. a) On lance une pièce de monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et celle
de sortir pile égale à p = 1 − q, jusqu’à ce qu’on obtient une suite pile-pile-face (arrivèes
consécutivement). Trouvez l’espérance t = ET du temps T jusqu’à l’arret, (c.-à-d. le nombre
de jets N , en incluant les derniers pas). Indication : On peut utiliser un processus de Markov
qui retient l’information minimale nécessaire pour décider si l’événement désiré a eu lieu, et
qui contient dans ce cas l état final desiré, et tous ses prefixes. b) Reprenez cette question, en
supposant que les temps d’arrivée d’un nouveau résultat ont des distributions exponentielles
avec des paramètres λP , λF (qui dependent du dernier états).

3. Soit Xt un processus Markovien en temps continu, représentant le nombre de clients dans
une file d’attente avec deux serveurs A,B, ayant des taux de service µ1 = 3 et µ2 = 2,
respectivement, et une salle d’atente infinie. Les clients arrivent suivant un processus de
Poisson de taux λ = 4; si un seul client est présent, il est servi par le serveur le plus efficace.
(a) Dessinez le graph de transitions du processus Xt, et donnez la matrice génératrice

des probabilités de transition, et la matrice des probabilités de transition de la châıne
discrétisée associée aux temps de saut.

(b) En sachant qu’au temps 0 les deux serveurs sont occupés et qu’il n’y a personne qui
attend dans la file, quelle est la probabilité que le premier client qui arrive doit attendre ?

(c) Formuler un système à quatre inconnues pour les probabilités stationnaires de Xt.
(d) Quelle est la proportion du temps pendant le quel le serveur B est occupé ?
(e) Quelle est la proportion du temps pendant le quel le serveur A est occupé ?
(f) (*) Donnez des reponses numériques aux questions precedentes.
(g) (*) Calculer l’espérance de la ”période occupée/busy period” tk = Ek[T0]. Verifiez l’iden-

tité t̃kπk = t(k) pour k = 0.
4. Soit X = (Xt; t ≥ 0) un processus de Markov en temps continu sur l’ensemble N, avec

générateur infinitésimal Gf(x) = µ−1(f(x − 1) − f(x)) + µ2(f(x + 2) − f(x)), x ≥ 1 avec
µ−1 = 6/7, µ2 = 1/7, et avecGf(0) = µ2(f(2)−f(0))). a) Calculez la distribution stationnaire
de Xt. b) Calculez l’espérance t(x) = ExT, où T = T0 = inf{t : X(t) ≤ 0} est le temps de
vidage, ainsi que le coùt de vidage c(x) = Ex

∫ T
0 Xsds, en résolvant les équations de récurrence

Gc(x) + h(x) = 0, x ≥ 1, c(0) = 0 où h(x) = 1 et h(x) = x, respectivement.
5. Soit X = (Xt; t ≥ 0) un processus de Markov en temps continu sur l’ensemble S = {1, 2, 3}.

Supposons que la matrice infinitésimale (de taux de transitions) de X est donnée par

G =
( −3 2 1

1 −2 1
1 6 −7

)
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(a) Quelles sont les probabilités de transition de la châıne discrétisée associée aux temps de
saut ?

(b) Quelle est la loi conditionnelle de T3 = inf{t ≥ 0 : Xt ̸= 3}, en sachant que X0 = 3 ?
(c) Posant T (3) = inf{t > T3 : Xt = 3}, donnez un système des équations pour x1 =

E[T(3)|X0 = 1] et x2 = E[T(3)|X0 = 2]. Résolvez les équations.
(d) Calculez, pour le processus absorbé en 3, Pi,j(t) = P[t ≤ T (3), X(t) = j|X0 = i], i = 1, 2.

(e) Calculez P̄1(t) = P[T (3) ≥ t|X0 = 1] et P̄2(t) = P[T (3) ≥ t|X0 = 2] à partir directe-
ment des équations de Chapman-Kolmogorov, et comparez les réponses avec ceux de la
question précedente. Vérifiez aussi que xi =

∫∞
0 P̄i(t)dt, i = 1, 2.

6. Des femmes et des hommes arrivent dans un magasin, après des temps fixes, unitaires. Chaque
instant, une femme arrive avec probabilité λF , ou un homme arrive avec probabilité λH , ou
il n’y a pas d’arrivée, avec probabilité λ0 = 1− λF − λH .
(a) Trouver la probabilité pF qu’une femme entre avant un homme. Indication : Condition-

nez sur le premier instant, ou sur le nombre d’instants sans arrivées.
(b) Trouver la probabilité que deux femme entrent consecutivement (c.-à-d. avec aucun

homme entre eux, mais pas forcement aux moments consecutifs) avant qu’un homme
entre.

(c) Trouver la probabilité qu’au moins deux hommes soient entrés consecutivement (c.-à-d.
avec aucune femme entre eux, mais pas forcement aux moments consecutifs), avant que
trois femmes ne soient entrées consecutivement. Indication : Considèrez un processus
de Markov sur l’espace des états : (H1,H2,H3, ...) ∪ (F1, F2, F3, ...), qui enregistre
au temps t la longueur k de la dernière série des clients k ∈ {1, 2, ...} du même sexe
entrés consecutivement, et leur sexe (H/F) ; formulez des equations d’arret pour les
états d’arret indiqués.

(d) Quelle est la probabilité qu’au moins m hommes soient entrés consecutivement, avant
que n femmes ne soient entrées consecutivement ?

7. (a) Calculer les probabilités de bonheur px = Px[TB < T0] pour une marche simple
symétrique.

(b) Calculer les probabilités de retour en z ∈ [1, B − 1], définies comme pz = Pz[T̃z <
min[T0, TB]] pour une marche simple symétrique absorbée en 0 et B.

Solutions :
1.
2. Considerons le processus de Markov sur les états suivants, qui spécifient une décomposition

des trois dernièrs résultats posibles : A = {PFP}, PF = {PF}, F = {P cF}, P = {(PF )cP},
et soit xP F , xF , xP , xA = 0 le nombre espéré des pas jusq’á l’arret, conditionné par ces états
initiaux. La réponse est n = 1 + pxP + qxF . Rq : La somme des probas de tous les états est :
ppq+pq+ q2 + p(1−pq) = p+ q = 1, donc il s’agit vraiment d’une décomposition de l’espace
des états. Les trois inconnues satisfont :

xP = 1 + p ∗ xP + q ∗ xP F ⇐⇒ xP = q−1 + xP F ,

xF = 1 + p ∗ xP + q ∗ xF ⇐⇒ xF = p−1 + xP = p−1 + q−1 + xP F ,

xP F = 1 + q ∗ xF ⇐⇒ xP F = 1 + q ∗ p−1 + 1 + qxP F ⇐⇒ xP F = 2/p+ q/p2

xP F = 1 + p

p2 , xP = 1 + p

p2 + 1
q

= 1
p2q

, xF = p−2 + q−1 + 2p−1 = p−2 + (pq)−1 + p−1

n = 1 + pq

p2q

3. (a)
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(b) Les équations d’equilibre local pour n ≥ 2 sont λπn = µπn+1, où µ = µ1 + µ2, et donc
πn = π2ρ

n−2, ρ = λ
µ = 4

5 . La somme Π2 =
∑∞

n=2 πn = π2/(1− ρ). Pour les autres états,
λπ0 = µ1πA, 0 = µ2πB montre qu’il faut considerer les équations d’equilibre global :
λπ0 = µ1πA + µ2πB, (λ + µ1)πA = µ2π2 + λπ0, (λ + µ2)πB = µ1π2, (λ + µ1 + µ2)π2 =
(µ1 + µ2)π3 + λπA + λπB ⇐⇒ (µ1 + µ2)π2 = λ(πA + πB). Les équations donnent
πA = π0ρ1

λ+µ1+µ2
2λ+µ1+µ2

, πB = π0ρ2
λ

2λ+µ1+µ2
, π2 = π0ρ1ρ2

λ+µ2
2λ+µ1+µ2

, où ρi = λ
µi

.

(c) 4
9 .

(d) La distribution stationnaire est π0 = 13
113 , πA = 12

113 , πB = 8
113 , π2 = 16

113 , .... P [B occupé] =
88
113 ,

(e) P [A occupé] = 92
113 .

4. a) La distribution stationnaire est πn = A1(1
2)n + A2(−1

3 )n, et π1 = π0
µ1+µ2

µ−1
(⇐⇒ π−1 =

0) =⇒ A2 = 2
3A1 =⇒ πn = 2

5(1
2)n + 4

15(−1
3 )n. b) Nous devons resoudre

(Gc)(x) + h(x) = 0
c(0) = 0
c(x) accroit non-exponentiellement quand x→∞

où

Gf(x) = 6/7(f(x− 1)− f(x)) + 1/7(f(x+ 2)− f(x)), x ≥ 1

On décompose c(x) = ch(x) + p(x) oú ch(x) = A + A1r
x
1 + A2r

x
2 , avec A1 = A2 = 0 (car

|ri| > 1), et p(x) = Bx pour la première question, et p(x) = x(Bx + B1) pour la deuxième.
Comme Gx = −4

7 et Gx2 = −8
7x

2 + 10
7 , on trouve par la méthode des coefficients indeterminés

que les solutions sont t(x) = 7
4x, c(x) = 7

8x
2 + x35

16 .

5. (a) Les probabilités de transition au moment du premier saut sont :

P =
( 0 2/3 1/3

1/2 0 1/2
1/7 6/7 0

)

(b) La loi conditionnelle de T3 = inf{t ≥ 0 : Xt ̸= 3}, en sachant que X0 = 3, est la loi
exponentielle à paramètre 7(et moyenne 1/7).

(c) En conditionnant sur le premier saut, nous trouvons :

x1 = 1
3

+ 2
3
x2

x2 = 1
2
x1 + 1

2
De lors, x1 = x2 = 1.

(d) Soit
˜̃G =

(−3 2
1 −2

)
le générateur du processus observé seulement en 1, 2. Diagonalisons ˜̃G = L−1Diag(λi)L,
où les lignes de la matrice L sont les vecteurs propres à gauche. Ici, les valeurs propres,
données par λ2 + 5λ+ 4 = (λ+ 1)(λ+ 4) = 0 sont −1 et −4 et la matrice des vecteurs
propres à droite est R =

(1 −2
1 1

)
. Finalement,

˜̃P (t) = RDiag(eλi t)R−1 =
(

e−t

3 + 2e−4t

3
2e−t

3 − 2e−4t

3
e−t

3 −
e−4t

3
2e−t

3 − e−4t

3

)
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et (
P1(t)
P3(t)

)
= ˜̃P (t)1 =

(
e−t

e−t

)
(e) Les probabilités demandées satisfont P̄i(t) = 1 − Pi,3(t), i = 1, 3, où Pi,3(t) sont les

probabilités de transition du processus absorbé avec générateur

G̃ =
( −3 2 1

1 −2 1
0 0 0

)

Posons pi(t) = P̄i,3(t) = 1 − Pi,3(t) pour les probabilités de non-absorption dans la
colonne fixe 3. On a p1(0) = p2(0) = 1 Comme P3,3(t) = 1, l’équation Chapman-
Kolmogorov P ′ = GP donne pour la troisième colonne :

(1− p1(t))′ = −3(1− p1(t)) + 2(1− p2(t)) + 1
(1− p2(t))′ = (1− p1(t)) +−2(1− p2(t)) + 1

ou

p1(t)′ = −3p1(t) + 2p2(t), p1(0) = 1
p2(t)′ = p1(t)− 2p2(t), p2(0) = 1

et donc (
p1(t)
p3(t)

)
= et ˜̃G1

où ˜̃G denote le générateur avec la colonne et ligne d’absorption 3 enlevée. Finalement,
x1 = x2 = 1.

6. (a) La probabilité pF satisfait

pF = λF + (1− λF − λH)pF ⇐⇒ pF = λF

λF + λH

(b) p2
F

(c) Considerons la châıne de Markov en temps discret qui enregistre la longueur du nombre
des clients du même sexe entrés consecutivement et le type, ayant comme espace des
états les suites (H1,H2, H3, ...) ∪ (F1, F2, F3, ...). En prenant en consideration seule-
ment les temps quand la châıne saute, pn a une marche aléatoire qui ”avance” sur les
hommes/femmes a.p. pH = 1− pF et pF , et ”change de sexe” outrement. Par exemple,
si λF = 2λH , les deux probas sont pH = 1

3 , pF = 2
3 . En denotant par xi, yi la probabilité

de notre événement en partant d’une suite des i femmes hommes, il faudra resoudre :

y1 = pH + pFx1
x1 = pHy1 + pFx2

x2 = pHy1

Generalisant pour m hommes et n femmes et posant SF,k =
∑k

i=1 p
i
F , SH,k =

∑k
i=1 p

i
H ,

nous trouvont

y1 = pm−1
H

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
, x1 = pm

HSF,n−2
1− pHpFSH,m−2SF,n−2

et finalement

pHy1 + pFx1 = pm
H(1 + pFSF,n−2)

1− pHpFSH,m−2SF,n−2
= pm

HSF,n−1)
1− pHpFSH,m−2SF,n−2
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Pour m = 2, n = 3, on trouve :

y1 = pH

1− pHpF (1 + pF )
, x1 = p2

H(1 + pF )
1− pHpF (1 + pF )

et
pHy1 + pFx1 = p2

H(1 + pF + p2
F )

1− pHpF (1 + pF )

7. pz = Pz[T̃z < min[T0, TB]] = (f1(z − 1) + f2(z + 1)/2 = 2 − 1/z − 1/(B − z), où f1(x = x
z ,

f2(x = B−x
B−z .

12.4 Examen d’entrainement 4
1. La marche paresseuse : Soit Xn = X0 +Z1 +Z2 + · · ·+Zn une marche aléatoire sur Z, avec

(Zn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de même loi P [Zn = ±1] =p/q
et P [Zn = 0] =1- p-q, avec 0 < p + q < 1. Pour tout x de N, on note par Ex l’espérance en
commençant de x (conditionnant sur X0 = x). Nous arretons le processus au temps d’arrêt
T auquel le processus sort de l’intervalle [0,K] pour 0 < K donnés. Obtenez l’équation de
récurrence et les conditions frontière satisfaites par px = Px{XT = K}, fx = ExXT, tx = ExT,
cx = Ex[

∑T
0 X(t)] et wx = ExaT. Résolvez les équations de récurrence qui en résultent pour

a) px, b) fx, c) tx, d) cx et e) wx, quand p = q < 1/2.
2. Une particule décrit une marche aléatoire sur E = {1, 2, ..., 2n − 1} : si la particule est en

i < n, alors elle se déplace en j = i + 1, et si la particule est en i > n, alors elle se déplace
en j = i − 1 ; si la particule est en i = n, alors elle se déplace en une position j choisie
avec probabilités égales parmi les elements de E différentes de n. La position Xk au temps k
constitue une châıne de Markov.
(a) Donner la matrice de transition.
(b) Déterminer la loi invariante de la châıne.
(c) Calculer la position moyenne de la particule en regime stationnaire.
(d) Calculer l’espérance du temps de retour d’une particule qui part de n.

3. (a) Quelle est la probabilité qu’un cercle de rayon r autour de l’origine ne contient aucun
point d’un processus de Poisson deux-dimensionel de taux λ ? Autrement dit, calculez
la fonction de ”survie” ou de ”distribution complementaire” F̄D(r) = P{D > r}, où
D est la distance de l’origine jusqu’au point le plus proche d’un processus de Poisson
deux-dimensionel.

(b) Calculez la fonction de densité fD(r).
(c) Calculez le mode de la fonction de densité.

(d) Calculez par parties l’intégrale
∫∞

0 r2e− r2
2σ2 dr et montrez que l’espérance est ED = 1

2
√

λ

(l’intégrale
∫∞

0 e− r2
2 dr =

√
π/2 =

∫∞
0
∫∞

r2/2 e
−sdsdr peut-etre calculé par le théorème de

Fubini)
4. On lance une monnaie biaisée avec probabilité de sortir pile p, et on s’arrete la premiére fois

quand une pile arrive après un nombre impaire de faces. Trouvez l’espérance du temps de ce
jeu. Indication : Utilisez un processus de Markov qui retient toujours l’information minimale
nécessaire pour decider si l’événement desiré a eu lieu.

5. n points indépendents sont choisis uniformêment sur le perimètre d’un cercle. Quelle est la
probabilité pn qu’il existe un démi-cercle contenant tous les points ? Ind. Trouvez p2, p3. Fixez
un point i et trouvez la probabilité p que le démi-cercle voisin, dans le sense des aiguilles
d’une montre, contient tous les points.

Solutions :
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1. Soit (Gf)x = p (fx+1 − fx) + q (fx−1 − fx) (formellement, la même expression comme dans
le cas ”non-paresseux”, sauf que maintenant p+ q < 1. Les équations sont respectivement :

(Gp)x = 0, pK = 1, p0 = 0
(Gf)x = 0, fK = K, f0 = 0

(Gt)x + 1 = 0, tK = 0, t0 = 0
(Gc)x + x = 0, cK = 0, c0 = 0

(Gw)x = (a−1 − 1)wx, wK = 1, w0 = 1

Ces sont exactement les mêmes équations comme pour une marche non-paresseuse, sauf que
l’opérateur est différent.
(a/b) Pour px et fx on obtient donc les mêmes équations comme pour une marche symétrique

avec p = 1/2, par exemple :

2ppx = ppx+1 + ppx−1 for any 1 ≤ x ≤ K − 1
pK = 1, p0 = 00

et donc les mêmes réponses px = x
K , fx = x

(c) Pour tx = Ex[T ] (temps de sortie espéré) on trouve :

tx = tx+1
2

+ tx−1
2

+ 1
2p

for any 1 ≤ x ≤ K − 1

tK = 0, t0 = 0

avec solution tx = x(K−x)
2p .

Remarque : Le fait que les équations sont identiques pour ces deux marches (paresseuse et
non-paresseuse) n’est pas une coincidence. En fait, il s’avère que les réponses obtenues sont
les mêmes por n’importe quel processus Markovien homogène, si on defini l’opérateur de la
façon juste. Donc, la réponse pour tous les problèmes concernant espérances va impliquer un
seul opérateur G (seulement les conditions frontière et la partie non homogène changent d’un
problème à l’autre)- en fait, la famille des processus aléatoires Markoviens est isomorphe à
une famille d’opérateurs déterministes. En plus, la structure des reponses en fonction de G
est la même pour toutes les processus aléatoires Markoviens, malgré leur diversité ; c’est un
fait remarquable, qui démontre la puissance de ce concept.

2. (a) La matrice de transition est :

P =


0 1 0 ... 0 0 0
0 0 1 0 ... 0 0
0 0 0 1 0 ... 0
1

2n−2
1

2n−2 ... 0 ... 1
2n−2

1
2n−2

... 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 ... 0 1 0


(b) Soit w = 1

2(n−1) , On trouve πk = kwπn = k
2(n−1)πn, ∀k < n. La symmetrie πk = π2n−k

et normalization impliquent πn(1 + (n−1)n
2(n−1) ) = πn(1 + n

2 ) = 1 et πn = 2
2+n)

(c) ES [Xn] = n

(d) tn = 2+n
2

3. a) F̄ (r) = e−λr2 b) fD(r) = 2λre−λr2 . c)Le mode de la densité satisfait (1− 2λr2)e−λr2 = 0,
donc r = 1

2λ . d) ED = 2λ
∫∞

0 r2e−λr2 En posant λ = 1
2σ2 ⇐⇒ σ = 1√

2λ
, on s’aperçoit que

notre intégrale est de la forme ∫ ∞

0
r2e− r2

2σ2 dr =
√

2πσ3

2
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(car ça represente une demi de la variance de la distribution Gaussienne). (On peut
aussi retrouver ce resultat en utilisant l’integration par parties, et en calculant l’intégrale∫∞

0 e− r2
2 dr =

√
π/2 =

∫∞
0
∫∞

r2/2 e
−sdsdr par le théorème de Fubini.) On trouve finalement

que l’espérance est

ED = 2λ
√

2π
4λ
√

2λ
=
√
π

2
√
λ

4. Soit N le nombre de pas jusqu’à la premiére fois quand une pile arrive après un nombre im-
paire de faces, et n son espérance . Le conditionnement sur le premier pas ne marche pas, mais
il y d’autres approches possibles : a) Remarquons que les trois événements FP, P, FF consti-
tue une décomposition de l’espace d’états qui permet soit de constater que notre événement
d’arret est arrivé, soit de relancer le processus du debut. Par conéquant :

n = pq2 + p(1 + n) + q2(2 + n)⇐⇒ n = p+ 2q
q(1− q)

= 1 + q

qp

b) On peut aussi ”habiller” cette solution en langage Markovien, en définissant une châıne
qui enregistre les ètats finaux transients 1 =nb paire des F, 2 =nb quelqonque des P, 3 =nb
impaire des F, ∂ =nb impaire des F suivi par P. Le système pour l’espérance du temps
d’arret est :

n = n1 = 1 + pn2 + qn3
n2 = qn3 + 1

n31 + qn1

avec la même solution. c) Examinons l’espace d’états , en essayant de trouver une décomposition
en cas (ou un temps d’arret T ) qui permet une approche recursive :

E = {P, FP, FFP, FFFP, FFFFP, ..}

Dans le premier, troisième, ...cas, on recommence. Dans le dexième, quatrième, ..., on conclut
N = 2, 4, .... Le temps d’arret permettant une solution est donc le temps T de la premiére
pile. En conditionnant sur T , on trouve :

n = E[N ] =
∞∑

k=1
q2k−1p(2k) +

∞∑
k=1

q2kp(2k + 1 + n)

= (1 + n)p q2

1− q2 + pq(1 + q−1)
∞∑

k=1
2kq2k−1

Comme
∑∞

k=1 2kq2k−1 = ( 1
1−q2 )′ = 2q

(1−q2)2 , on trouve finalement : n = q(2+pq)
1+q3 .

12.5 Examen d’entrainement 5
1. Considérez un génie effectuant une marche aléatoire simple Xt, t = 0, 1, 2, ... dans une

grotte contenant quatre chambres 0, 1, 2, 3 liées par six couloirs, comme indiqué sur le graphe
ci-dessous (à chaque moment t = 1, 2, ..., le génie se déplace vers l’une des positions voisines
à sa position actuelle, avec la même probabilité pour chaque choix). Les temps nécessaires
pour traverser chaque couloir sont dénotés par li, i = 1, ..., 6, comme indiqué sur la figure.
Calculer :
(a) L’ésperance en sortant de i du temps T := min[T3, T0] jusqu’au noeuds 0 ou 3, pour

i = 1, 2.
(b) L’ésperance en sortant de 0 du temps T̃0 jusqu’au premier retour en 0.
(c) Les probabilités stationnaires de chaque noeud. Indication : On peut utiliser les

èquations d’équilibre detaillé.
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l2

(d) Les probabilités xi = Pi{XT = 1}, i = 1, 2.
(e) Supposons maintenant qu’on remplace les temps déterministes li par des temps expo-

nentiels de taux λi = l−1
i . Quelle est la matrice infinitésimale du processus de Markov

obtenu ainsi ? Est’ce que l’ésperance en sortant de i du temps T pour i = 1, 2 est
différente dans ce cas ?

2. a) On lance une pièce de monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et celle
de sortir pile égale à p = 1− q, jusqu’à ce qu’on obtient trois piles arrivèes consécutivement.
Trouvez l’espérance n du nombre de pas N jusqu’à l’arret, en incluant la dernière pile. b)
On lance une monnaie biaisée jusqu’à la premiére fois quand une pile arrive après un nombre
impaire de faces, en incluant la dernière pile. Trouvez l’espérance du nombre de pas de ce
jeu. Indication : On peut utiliser un processus de Markov qui retient l’information minimale
nécessaire pour décider si l’évenement désiré a eu lieu.

3. Un scribe doit copier n pages d’un manuscrit. Comme il est fatigué, il comet un certain
nombre d’erreurs partout dans le manuscrit, distribuées suivant une distribution de Poisson
Po(λ). Les erreurs peuvent se trouver sur n’importe quelle page, avec des probabilités égales.
(a) Quelle est la distribution du nombre N1 des erreurs sur la première page ?
(b) Quelle est la probabilité que la première page ne contient pas des erreurs ?
(c) Quelle est l’espérance du nombre de pages contenant des erreurs ?

4. Soit Y (t) un processus de Cramér-Lundberg

Y (t) = u+ c t− S(t), S(t) =
Nλ(t)∑
i=1

Ci, (12.1)

où N(t) est un processus de Poisson d’intensité λ = 1, et les sinistres Ci ont une distribution
hyperexponentielle F̄C(x) = 1

6e−2x + 5
6e−6x. a) Calculez l’espérance des sinistres m1 = EC1

et le taux de profit p = c − λm1, si le taux de cotisation est c = 3m1/2. b) Calculez la
probabilité de ruine ψ(u), à partir de la formule de Pollaczek-Khinchin pour sa transformée
de Laplace

ψ∗(s) = 1
s
− p

κ(s)
= 1
s
− 1− ρ
s
(
1− ρf̂e(s)

) ,
où l’exposant de Lévy est κ(s) = s

(
c− λF̄ ∗

C(s)
)

= cs
(
1− ρf̂e(s)

)
, ρ = λm1

c , et la trans-
formée de la severité de ruine est f̂e(s) = F̄ ∗

C(s)/m1.
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5. On lance une pièce de monnaie biaisée, avec la probabilité de sortir face égale à q et celle
de sortir pile égale à p = 1 − q, jusqu’à ce qu’on obtient une suite pile-face-pile (arrivèes
consécutivement). Trouvez l’espérance n du nombre de jets N jusqu’à l’arret, en incluant le
dernier.

Solutions
1. (a) Soit ti = Ei T0 (t0 = 0). En conditionnant sur le premier pas, on trouve que ti satisfont :

Finalement,{
t1→ 1

10
(13l + 7l1 + 9l2 + 3l3), t2→ 1

5
(7l + 3l1 + 6l2 + 2l3), t3→ 1

10
(7l + 3l1 + 11l2 + 7l3)

}
Par exemple, avec ...

t0 = 1
2

(2 + t3) + 1
2

(6) = 4 + 1
2
t3

t2 = 1
4

(3 + 5 + 4) + 1
4

(t3 + 4) = 4 + 1
4
t3

t3 = 1
2

(t2 + 4) + 1
2

(t0 + 2) = 3 + 1
2

(t2 + t0) = 7 + 3
8
t3

ça donne : t3 = 56
5 , t0 = 48

5 , t2 = 34
5 .

(b) ET̃1 = 1
4(t0 + 6) + 3

4(t2 + 4) = 12
(c) La distribution stationnaire (obtenue en utilisant les èquations d’équilibre detaillé)

donne πi = vi∑
j

vj
et donc π1 = (2/(2 + 4 ∗ 3 + 3 ∗ 2) = 1

10 , π0 = 4/20 = 1
5 , π5 = 3

20) (en

vérifiant ainsi le théorème ET̃1 = 1
π1

).
(d) Le système d’absorption donne : x2 = 6

7 , x3 = 3
7 .

2. a) Le conditionnement sur F, PF, PP donne : n = q(n+ 1) + pq(n+ 2) + 2p2 ⇐⇒ n = 1+p
p2 .

b)
3. a) Les nombres des erreurs Ni sur chaque page i sont des variable de Poisson ”coloriée” avec

probabilité 1/n, et donc Ni sont des variables de Poisson de taux λ/n (independantes). La
probabilité que Ni ≥ 1 est 1 − e−λ/n. b) En décomposant la variable N comme somme des
indicatrices, l’espérance de N =

∑n
i=1Ni est n(1 − e−λ/n) (en fait, N a une distribution

binomiale, car Ni sont independants, par le théorème de coloriage des variables Poisson).
4. a) L’espérance des sinistres est m1 = 1

6×2 + 5
6×6 = 2

9 et le taux de profit p = 1
9 . b) La

transformée de Laplace est ψ∗(s) = 1
s −

1/9
s(3/9− 1

6(s+2) − 5
6(s+6) ) = 5

9(s+1) + 1
9(s+4) et la probabilité

de ruine est ψ(u) = 5
9e−u + 1

9e−4u.
5. Considerons le processus de Markov sur les états suivants, qui spécifient une décomposition

des trois dernièrs résultats posibles : A = {PFP}, PF = {PF}, F = {P cF}, P = {(PF )cP},
et soit xP F , xF , xP , xA = 0 le nombre espéré des pas jusq’á l’arret, conditionné par ces états
initiaux. La réponse est n = 1 + pxP + qxF . Rq : La somme des probas de tous les états est :
ppq+pq+ q2 +p(1− pq) = p+ q = 1, donc il s’agit vraiment d’une décomposition de l’espace
des états. Les trois inconnues satisfont :

xP = 1 + p ∗ xP + q ∗ xP F ⇐⇒ xP = q−1 + xP F ,

xF = 1 + p ∗ xP + q ∗ xF ⇐⇒ xF = p−1 + xP = p−1 + q−1 + xP F ,

xP F = 1 + q ∗ xF ⇐⇒ xP F = 1 + q ∗ p−1 + 1 + qxP F ⇐⇒ xP F = 2/p+ q/p2

xP F = 1 + p

p2 , xP = 1 + p

p2 + 1
q

= 1
p2q

, xF = p−2 + q−1 + 2p−1 = p−2 + (pq)−1 + p−1

n = 1 + pq

p2q
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Examen de processus de Markov 2013

1. Soit λ < µ et soit X une variable aléatoire de type-phase avec densité f(x) = αeAx(−A)1
correspondant à α = (1 − λ

µ ,
λ
µ), A =

(−λ λ
0 −µ

)
. Calculer la transformée de Laplace

f∗(s) =
∫∞

0 e−sxf(x)dx, et simplifier la fraction obtenue autant que possible. Donner une
autre representation de la densité f(x). Donner une interpretation probabiliste pour les ele-
ments de la matrice etA.

2. Soit S(t) =
∑Nλ(t)

i=1 Ci un processus de Poisson composé, avec Ci i.i.d, EC1 = m1,VarC1 = σ2,
et Nλ(t) un processus de Poisson d’intensité λ.
(a) Calculer la fonction génératrice des moments

φ(θ) = EeθS(t)

(b) Calculer ES(t) et E[S(t)]2, et E[S(s)S(t)], t ≤ s.
3. Soit Y (t) un processus de Cramér-Lundberg

Y (t) = u+ c t− S(t), S(t) =
Nλ(t)∑
i=1

Ci, (12.2)

où Nλ(t) est un processus de Poisson d’intensité λ = 1, et les sinistres Ci ont une distribution
hyperexponentielle F̄C(x) = 1

4e−3x + 3
4e−5x. a) Calculez l’espérance des sinistres m1 = EC1,

la transformée de la severité de ruine avec reserves initiales u = 0 f̂e(s) = F̄ ∗
C(s)/m1, et la

probabilité de ruine avec reserves initiales u = 0, ρ = ψ(0) = λm1/c, si le taux de cotisation
est c = 15m1/7. b) Calculez la probabilité de ruine ψ(u), à partir de la formule de Pollaczek-
Khinchin pour sa transformée de Laplace

ψ∗(s) = 1
s
− p

κ(s)
= 1
s
− 1− ρ
s
(
1− ρf̂e(s)

) .
4. Qu’effectue d’après-vous la fonction suivante ? Donner une prevision pour mca(1000).

function sortie=mca(n)
rand(’uniform’)// les variables aleatoires suivront une loi uniforme sur [0,1]
j=0
for i=1:n
a=rand()
b=rand()
if a < sqrt(1-bˆ2) then
j=j+1
end
end
sortie=j/n
endfunction

Solutions
1. Il s’aĝıt d’une loi expo(λ).
2. (a)

φ(θ) = EeθS(t) = eλt(
∫∞

0 eθuf(u)du − 1)

(b) ES(t) = λtm1 et E[S(t)]2 = (λtm1)2 + λtσ2.
(c) E[S(s)S(t)] = E[S(t)]2.
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3. a) L’espérance des sinistres estm1 = 7
30 , ρ = 7

15 , et f̂e(s) = 45
14(s+5) + 15

14(s+3) . b) La transformée
de Laplace est

ψ∗(s) = 1
s
− 8/15
s(1− ( 3

2(s+5) + 1
2(s+3))

= 7s+ 26
15 (s2 + 6s+ 8)

= 1
15(s+ 4)

+ 2
5(s+ 2)

et la probabilité de ruine est ψ(u) = 1
15e−4u + 2

5e−2u.
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Chapitre 13
Programmation

13.1 Scilab
Pour documentation Scilab, voir http ://cermics.enpc.fr/scilab new/site/Liens/intro/intro.html,

ou http ://www.scilab.org/product/man-eng/index.html. Pour obtenir de l’aide, help sum,...
1. Est-que Scilab fourni la fonction cumsum(vec) ? Si non, écrivez une fonction cumsum(p), où

p est un vecteur, qui produit un vecteur de la mème longueur contenant les sommes partielles
du vecteur p.

2. Essayez les commandes Scilab : P=genmarkov([2,1],2), P 20, [D,Diag]=eigenmarkov(P), P ∗
D−Diag∗D, P 20∗D−Diag20∗D. Comparer avec les résultats des commandes ”généralistes”
spec en Scilab et eig en Matlab. R : les résultats de eigenmarkov sont des vecteurs propres
nonnegatifs, ce qui n’est pas le cas avec les commandes ”généralistes” spec en Scilab et eig
en Matlab.

3. Ecrivez un programme Scilab qui simule une fois une v.a. (variable aléatoire) avec des proba-
bilités specifiés par un vecteur nonnegatif (ex : p = [1/6, 1/3, 1/2, 0]), et prenant des valeurs
dans l’ensemble 1, 2, ..., n=length(p). R : % rando.m generates a random variable ”ind” in
1, 2, ..., n
//given a distribution vector "p".
function [index] = disc(p),
u = rand(1,1); i = 1; s = p(1);

while ((u > s) & (i < length(p))),
i=i+1;s=s+p(i),
// s est le cumsum de p
end

index=i,
endfunction

4. Découvrez le chemin de votre directoire de travail par >>pwd et son contenu par >>dir
Sauvegardez la fonction antérieure dans ce directoire, dans un fichier lib, contenant des pro-
grammes utiles. Vous allez pouvoir les reutiliser en chaque session, après avoir executé lib
(menu fichier), ou en tapant la commande exec(’lib’) Toutes les variables définies dans ’lib’
seront alors en mémoire dans la session.

5. creez et ajoutez au fichier lib une fonction sim(N,d,a), où a,d sont des vecteurs de tailles égales,
qui qui simule un nb des fois (N) une variable aléatoire prenant des valeurs specifiés par le
vecteur donné a, avec les probabilités proportionelles au vecteur d (par exemple N = 8, a =
[1, 3, 5, 100], d = [1/6, 1/3, 1/2, 0]). La fonction doit produire une liste des N valeurs, nommées
”sim”, ainsi que leurs frequences ”f” (qui doivent etre approximativement proportionelles au
vecteur d, quand N →∞). Note : On commence avec N petit (N = 5). Sol :
function [simul,f] = sim(N,d,a),
p=d/sum(d);s=cumsum(p);K=size(d,2);//Nb. des colonnes
x=rand(1,N);y=zeros(K,N);z=zeros(K,N);
y(1,:)=x<s(1);z(1,:)=a(1)*y(1,:);
for k=2:K, y(k,:)=x >s(k-1) & x< s(k);

z(k,:)=a(k)*y(k,:); end
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r=sum(z,1); f=sum(y,’c’)/N;simul=r;
endfunction

Testez le programme pour simuler les lancés d’un dé : N=600 ;d=ones(1,6) ;a=1 :6 ;
6. Les constantes booléennes sont %t et %f
7. On peut définir un vecteur à l’aide d’incréments. Le par défaut est colonne –¿ v=5 :-0.5 :3

v= ! 5. 4.5 4. 3.5 3. !
8. les commandes suivantes sont équivalentes : –¿ det(%s*eye(H)-H) ; // %s signifie que s est

utilisee comme variable et –¿ poly(H,’s’)
9. exp(H) est la matrice dont les coeffcients sont les nombres e Hi,j . L’exponentielle matricielle

de H est calculée au moyen de la commande expm(H)
10. Les sorties de boucles sont très utiles pour arêter le cours d’un processus itératif (précision

souhaité atteinte avant le nombre maximum d’itérations). A cet effet, on utilisera la com-
mande break. Exemple
a=5;
for i=1:100, a=(a+2/a)/2,...
if abs(a-sqrt(2)) < 10(-6) then break, ...
end;

11. Pour qu’une fonction puisse être utilisée dans une session SCILAB, on a recours à la l’ins-
truction getf(’nom-fichier.sci’) exemple :
function sortie=mca(n)
rand(’uniform’)// les variables aleatoires suivront une loi uniforme sur [0,1]
j=0
for i=1:n
a=rand()
b=rand()
if a < sqrt(1-bˆ2) then
j=j+1
end
end
sortie=j/n

Qu’effectue d’après-vous cette fonction ? Calculer 4.*mca(1000). Le résultat est-il surpre-
nant ?

12. On peut tracer plusieurs courbes sur un même graphique. Pour cela il faut que le vecteur
d’ordonnées soit composé de deux vecteurs de données. Par exemple plot2d([t,t], [f1(t) f2(t)])

13.2 Programmation symbolique en Scilab
1. Approche numérique aux polynômes :

x=linspace(-1,1,101);
f=3+4*x.ˆ2+6*x.ˆ6;
plot2d(x,f)

2. L’objet polynôme existe en SCILAB. On peut le définir directement de trois manières :
(a) A partir des coefficients

q=poly([5 2 1],’s’,’c’)
roots(p)

(b) A partir des racines
p=poly([ 1 2],’s’) // polynome de la variable s dont les racines sont 1 et 2; c’est le par defaut pour le troisieme argument
roots(p)

(c) x=poly(0,"x");
f=3+4*xˆ2+6*xˆ6
disp(f)
derivat(f)

(d) evaluation d’un polynôme pour une matrice de nombres
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X= [1 2;3 4]
p=poly(1:3,’x’,’c’)
m=horner(p, X)
1*X.ˆ0+2*X.ˆ1+3*X.ˆ2

(e) evaluation d’une composition des polynômes
w=s*s+%pi*(1-3*s)ˆ2
p=poly([1 2 3 4 5],’s’)
horner(p,w)

3. Fonctions rationnelles
x=poly(0,"x");
g=(3+4*xˆ3)/(1-xˆ4);
disp(g);

A=[1 g;1 gˆ2];
disp(A);

b=[0;1];
y=A\b;
disp(y);

y(2)(1)=-1+xˆ4;
y(3)(1)=2+4*xˆ3+xˆ4;
disp(y);
A*y

X=logspace(-1,log10(3),30)’;
Y=horner(y’,X);
plot2d(X,abs(Y),logflag="ll");

13.3 Traitement du signal et lois de type phase en Sci-
lab

1. syslin : Les appels
[sl]=syslin(dom,A,B,C [,D [,x0] ])
[sl]=syslin(dom,N,D)
[sl]=syslin(dom,H)

definissent un système linéaire :{
x′(t) = AX(t) +Bu(t), x(0) = x0
y(t) = CX(t) +Du(t) ⇐⇒

{
(sI −A)x∗(s) = Bu∗(s) + x0
y∗(s) = Cx∗(s) +Du∗(s)

La relation y∗(s) = [C(sI −A)−1B +D]u∗(s) defini la fonction de transfert du système

H(s) = C(sI −A)−1B +D(s),

qui apparâıt également dans la representation matricielle des transformées de Laplace des loi
de type phase f∗(s) = α(sI −A)−1a. dom=’c’ for a continuous time system, dom=’d’ for a
discrete time system
A=[0,1;0,0];B=[1;1];C=[1,1];
S1=syslin(’c’,A,B,C) //Linear systemdéfinition
S1("A") //Display of A-matrix
S1("X0") //Display of X0
S1("dt") //Display time domain
ss2tf(S1)
La sortie d’un appel syslin ”transfert” est une liste sl=tlist([’r’,’num’,’den’,’dt’],H(2),H(3),dom).
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s=poly(0,’s’);
H1=(1+2*s)/sˆ2, S1bis=syslin(’c’,H1)
H2=(1+2*s+sˆ3)/sˆ2, S2bis=syslin(’c’,H2)
S1bis+S2bis
ss2tf(S1)-S1bis
A=[-2, 2;0,-2];B=[0;2];C=[1,0];
Sy=syslin(’c’,A,B,C)
h=ss2tf(Sy)

2. tf2ss : transfer to state-space
H=[2/s,(s+1)/(sˆ2-5)];
Sys=tf2ss(H)
clean(ss2tf(Sys))

3. ss2tf : L’appel [Ds,NUM,chi]=ss2tf(sl) rend the numerator polynomial matrix NUM, the
characteristic polynomial chi and the polynomial part Ds separately c.-à-d. : h = NUM/chi
+ Ds
h=[1,1/s;1/(sˆ2+1),s/(sˆ2-2)]
sl=tf2ss(h);
z=ss2tf(sl)
h=clean(z)
[Ds,NUM,chi]=ss2tf(sl)
clean(chi)
clean(NUM)

4. pfss : partial fraction décomposition
s=%s
num=2;
den=sˆ3*(sˆ2+2*s+10);
g=syslin(’c’,num/den);
se=pfss(g)
num=sˆ5+8*sˆ4+23*sˆ3+35*sˆ2+28*s+3;
den=sˆ3+6*sˆ2+8*s;
g=syslin(’c’,num/den) //g is fonc. transfert
se=pfss(g)
for k=1:size(se),
cf(k)=clean(se(k)),
end;

s5 + 8 ∗ s4 + 23 ∗ s3 + 35 ∗ s2 + 28 ∗ s+ 3
s3 + 6 ∗ s2 + 8 ∗ s

= .375
s

+ .375
s+ 4

+ .25
s+ 2

+ 3 + 2s+ s2

5. addf — addition symbolique. addf(”a”,”b”) renvoie la châıne de caractères ”a+b”. Des sim-
plifications triviales du type addf(”0”,”a”) ou addf(”1”,”2”) sont effectuées. Voir aussi mulf
— multiplication symbolique, subf, ldivf, rdivf

6. evstr
a = 1;
b = 2;
Z = [’a+1’,’b+1’];
evstr(Z)
Z = list([’%(1)’,’%(1)-%(2)’],[’a+1’,’b+1’]);
evstr(Z)
[Z1,Z2]=evstr(Z)
evstr(’NaN’), evstr(’Inf’)

7. triangularisation symbolique, faite par manipulations élémentaires de lignes et de colonnes.
A=[’1’,’2’;’a’,’b’]
W=trianfml([A,string(eye(2,2))])
U=W(:,3:4)
a=5;b=6;
A=evstr(A)
U=evstr(U)
U*A
evstr(W(:,1:2))
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8. solve : solveur symbolique de systèmes linéaires triangulaires
A=[’1’,’a’;’0’,’2’];// matrice triangulaire superieure
b=[’x’;’y’];
w=solve(A,b)
a=1;x=2;y=5;
evstr(w)
inv([1,1;0,2])*[2;5]
A=[’1’,’a’;’1’,’2’];
b=[’x’;’y’];
w=solve(A,b)
a=1;x=2;y=5;
evstr(w)
inv([1,1;1,2])*[2;5]

9. solveur symbolique de systèmes arbitraires
function [x] = symbol_solve(A,B)
//Solution of matrix equation A*X = B, for matrices with symb elements
[nrA,ncA] = size(A)
[nrB,ncB] = size(B)
if nrA <> nrB then
error("symbolic matrices A and B must have the same number of rows");

abort
end,
A_aug = [A B]
A_aug_up = trianfml(A_aug)
A1=A_aug_up(1:nrA,1:ncA)
B1 = A_aug_up(1:nrB,ncA+1:ncA+ncB)
x=solve(A1,B1)
endfunction

10. (*) Ecrivez une fonction qui calcule l’exponentielle des matrices, symboliquement
11. Traduisez en Scilab le program Matlab suivant http ://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/32824-

numerical-inversion-of-laplace-transforms-in-matlab/content/INVLAP.m % INVLAP Nume-
rical Inversion of Laplace Transforms

13.4 Matlab
Pour une initiation efficace au Matlab, suivre le cours de Bernard Ycart. http ://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Ycart/polys/demarre matlab.pdf

13.5 Regression et estimation des densités non-paramétrique
Le pb. de la regression et de l’estimation des densités non-paramétrique est de fournir une

formule convenable pour trouver un ”signal” caché dans des observations bruités.
Dans la gestion du risque et des files d’attente on essaie souvent d’utiliser des lois qui sont des

combinaison d’exponentielles, car sous cette hypothèse on arrive souvent à des réponses explicites,
évitant ainsi la tache de résoudre des équations différentelles, ou d’inverser des transformées de
Laplace numériquement.

L’obstacle principal à une utilisation plus élargie des lois de type exponentielle des matrices est
probablement la difficulté d’assurer la non-négativité de ces fonctions. L’approche prédominante
jusqu’à récemment était de chercher des approximations de type phase, au prix d’une augmentation
potentielle de la dimension des matrices utilisées (et parfois en se restreignant aux matrices avec
valeurs propres réelles : voir les programmes PhFit, Gfit, etc.).

Nouvelles méthodes d’estimation des densités. Notre projet est de profiter de l’apparition
récente de deux nouvelles méthodes d’estimation des densités par des fonctions de type exponentielle
des matrices :

1. L’une, que nous avons proposée en Dumitrescu, Sicleru et Avram (2013), réduit le problème de
la non-négativité de ces fonctions à celui de la non-négativité des polynômes (la vérification de
la non-négativité des polynômes est bien implémentée aujourd’hui dans des logiciels intégrant
l’optimisation semi-définie positive (SDP ) comme CVX et POS3POLY).
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2. L’autre, de Andersson, Carlsson, et de Hoop (2011), est une implémentation moderne des
idées de Adamjan, Arov et Krein. Le code est très succint, mais assez compliqué, et on
reportera son analyse à plus tard

function[g,w,xi]=hadmm(f,t,K,rho,m_max,weight,nonnegative_margin)
%Compute best approximation to f using M exponentials.
N=(length(f)-1)/2;r=zeros(2*N+1,1);Lambda=zeros(N+1);
q=[1:N+1,N:-1:1]’;g=f;
wbar=waitbar(0,[num2str(m_max),’ iterations.’])
for iter=1:m_max,waitbar(iter/m_max,wbar);

%Update matrix
B=form_hankel(g)-Lambda/rho;[u,s,v]=svd(B);s=diag(s);s(K+2:end)=0;
A=u*diag(s)*v’;
%Update residual
g=f-(rho*q.*f-sum_hankel(Lambda+rho*A))./(weight+rho*q);
g=max(g,nonnegative_margin);
%Update Lagrangian
Lambda=Lambda+rho*(A-form_hankel(g));
%plot

% f_approx=sum_hankel(A)./q;plot(real(f),’k.-’);hold on;plot(real(f_approx));hold off;axis([1,length(f_approx),min(real(f)),max(real(f))]);drawnow;
end;
g=sum_hankel(A)./q;
% [u,s,v]=svds(form_hankel(f_approx),K+1);
[u,s,v]=svd(form_hankel(g));
xi=log(eig(u(1:end-1,1:K+1)\u(2:end,1:K+1))).’/(t(2)-t(1));
w=exp(t*xi)\g;
close(wbar);

function H=form_hankel(f) %form Hankel matrix from vector
H=hankel(f(1:(end+1)/2),f((end+1)/2:end));

function f=sum_hankel(H) %sum over anti-diagonals
N=size(H,1)-1; f=zeros(2*N+1,1); H=flipud(H);
for j=-N:N, f(j+N+1,1)=sum(diag(H,j));end;

Par contre, l’utilisation est très simple –voir test script ci-dessous.

N=256;t=linspace(0,10,2*N+1)’;
weight=(t<2)+(t>3);%Produce a gap in the data.
epsilon=0;lambda=1;a=1;
f=exp(-lambda*t).*((t-a).ˆ2+epsilonˆ2)*lambdaˆ3/(1+lambdaˆ2*epsilonˆ2+(1-lambda*a)ˆ2);%Example 3
% f=exp(-lambda*t).*(1+cos(a*t)+epsilonˆ2)./((epsilonˆ2+1)/lambda+lambda/(aˆ2+lambdaˆ2)); %Example 4.
f=f-0.01*rand(size(f)).*exp(-t);%Perturb data
f=f.*weight;%Remove samples
K=2;%The number of exponentials is K+1.
nonnegative_margin=1e-3;
N_iterations=50;
rho=0.01;
[f_app,w,xi]=hadmm(f,t,K,rho,N_iterations,weight,nonnegative_margin);
plot(t,f);hold on;plot(t,f_app,’r’);hold off;legend({’noisy distribution with gap’,’estimated distribution’});

Exemple 13.1 Pour la densité exponentielle f(t) = λe−λt, λ = 1, test script decouvre vite
la réponse.

Exemple 13.2 Pour une densité hyperexponentielle f(t) = wλe−λt +w1λ1e
−λ1t, λ = 1, λ1 =

2, w = 1/4, w1 = 3/4, test script trouve avec K ′ = K + 1 = 1 f(t) = 1.7187e−1.7662t (l’erreur
L2 étant 0002821). Pour K ≥ 2

Nous allons faire des testes maintenant sur des dénsités qui sont plus problématiques.
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Exemple 13.3 Consider the Erlang mixture f(t) = ke−λt[(t− a)2 + ϵ2] = ke−λt[t2 − 2at +
a2 + ϵ2], where k = λ3

1+λ2ϵ2+(1−λa)2 . The first three moments are{ (
a2 + e2)λ2 − 4aλ+ 6

λ ((a2 + e2)λ2 − 2aλ+ 2)
,

2λ
((
a2 + e2)λ− 6a

)
+ 24

λ2 ((a2 + e2)λ2 − 2aλ+ 2)
,
6
((
a2 + e2)λ2 − 8aλ+ 20

)
λ3 ((a2 + e2)λ2 − 2aλ+ 2)

}
.

For example, ϵ = 0, λ = 1, a = 1 yield the moments 3, 14, 78. This density is not phase-type,
hence cannot be estimated by methods using phase-type representations, but is in ME2. Le
programme d’Andersson et al trouve une ME3
9.0941e−1.3465t−e−0.8340t(4.0504+5.8715i)(cos(0.2121t)+isin(0.2121t))+(4.0504−5.8715i)(cos(0.2121t)−
isin(0.2121t))

Exemple 13.4 Another challenge density is f(t) = ke−λt(1 + ϵ2 + cos(at)), where k−1 =
ϵ2+1

λ + λ
a2+λ2 .

13.6 BUTools
Une initiation au BUTools et offerte par les fichiers test utils functions.m, test ph functions.m
Les commandes les plus basiques sont :
(a) [α, A]=APHRepresentation(α0, A0) : fournie une representation APH (bidiagonale)

(α, A) de la fonction representée par (α0, A0).
(b) MEDensity(α, A) donne la fonction f(t) = αetA(−A1 representée par (α, A). Cette

fonction n’est pas inclue dans certaines versions, mais est facile a implementer.
(c) MomentsFromME(α, A) : Calculates the first k moments of mk = k!α(−A)−k1 of a

ME defined by a given vector-matrix pair.
(d) ”MEFromMoments” : Calculates a minimal ME representation based on 2n-1 moments.

Resultat comparable avec une approximation de Padé et une transformation utilisant
la matrice compagnon du denominateur

3. al0=[15
13 ,−

3
13 ,

1
13 ];A0 = diag([−1,−2,−3]); MomentsFromME(al0,A0,5) [al,A]=APHRepresentation(al0,A0)

MomentsFromME(al,A,5)
4. Notre version de BUTools manque la commande MEDensity. Créez une fonction MED qui

implemente la fonction pour matrices de dimension 3× 3 :
function Dens = MED(al,A,t)
un=[1 1 1]
for i=1:length(t)
Res(i)=al*expm(t(i)*A)*(-A)*un’
end

end
Testez la fonction avec
t= 0: .5 : 5
plot(t,MED(al0,A0,t))
plot(t,MED(al,A,t))

5. Les commandes les plus importantes sont :
(a) CheckMEPositiveDensity : Checks if the vector-matrix pair results in a positive density
(b) APHFrom3Moments : Calculates the smallest APH with 3 given moments

6. [i, Q] = APHFrom3Moments(3/4, 5/4, 27/8)
moms = MomentsFromME(i, Q, 6)
(il s’agit des moments de f(x) = 1

2e
−x + e−2x = [1

2 ,
1
2 ] ∗ exp(x

(−1 0
0 −2

)
)[1; 2] ; APHRepre-

sentation trouve une representation Coxienne avec les mêmes valeurs propres. Evidemment,
la representation matricielle n’est pas unique ; comme preuve, les mêmes moments seront
obtenues avec MomentsFromME([1

2 ,
1
2 ],
(−1 0

0 −2
)
, 6)).
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7. [init, QQ] = APHFrom3Moments(1,2,6)
moms = MomentsFromME(init, QQ, 5)
(les moments de la loi expo(1) ; ça ne semble pas marcher)

8. [init, QQ] = APHFrom3Moments(1,6,24)
moms = MomentsFromME(init, QQ, 5)
(les moments de la loi Erl(2,1))

9. alpha=[5/6 -1/6 1/3] A=[-1 0 0 ; 0 -2 0 ; 0 0 -3] CheckMEPositiveDensity(alpha, A) §

[moms]=MomentsFromME(alpha, A, 3) [init, QQ] = APHFrom3Moments(moms)
10. alpha=[3/4 -7/4 2] A=[-1 0 0 ; 0 -2 0 ; 0 0 -3] CheckMEPositiveDensity(alpha, A) [moms]=MomentsFromME(alpha,

A, 3) [init, QQ] = APHFrom3Moments(moms)
11. Approximation ME de la loi U[0,1], à partir des moments

[init, QQ] = APHFrom3Moments(1/2,1/3, 1/4)
moms = MomentsFromME(init, QQ, 5)
CheckMEPositiveDensity(init, QQ)

[init, QQ] = MEFromMoments(1/2,1/3, 1/4,1/5,1/6)
moms = MomentsFromME(init, QQ, 5)
CheckMEPositiveDensity(init, QQ)

12. Autres commandes sont :
(a) CTMCSolve
(b) DTMCSolve
(c) SimularityMatrix (plutot SimilarityMatrix)
(d) PH3Canonical : Calculates the order 3 canonical representation from any order 3 vector-

matrix representation, if it exists
(e) MonocyclicRepresentation

13. q=[-0.9 0.5 0.4 ; 0.9 -0.9 0.0 ; 0.3 0.3 -0.6] vector=CTMCSolve(q) q=[0.1 0.5 0.4 ; 0.9 0.1 0.0 ;
0.3 -0.3 0.4] vector=DTMCSolve(q)

14. Expliquer le fonctionnement du script
function r = CheckGenerator (Q)
prec = 10ˆ-14;
if size(Q,1)˜=size(Q,2)

fprintf (’CheckGenerator: Generator is not a square matrix!’);
r = 0;
return;

end
if any(diag(Q)>=0)

fprintf (’CheckGenerator: The diagonal of the generator is not negative!’);
r = 0;
return;

end
N = size(Q,1);
odQ = Q<0;
odQ(1:N+1:Nˆ2) = 0;
if any(odQ)

fprintf (’CheckGenerator: The generator has negative off-diagonal element!’);
r = 0;
return;

end
if any(abs(sum(Q,2))>prec)

fprintf (’CheckGenerator: The rowsum of the generator is not 0 (precision: %g)!’, prec);
r = 0;
return;

end
r = 1;
endfunction

15. Expliquer le fonctionnement du script CTMCSolve.m

§. Si CheckMEPositiveDensity se plaint de l’absence de BUToolsVerbose, il faudra ajouter BUTools-
Verbose=1 dans ce script, avant de l’appeler.
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function vector = CTMCSolve (q)
if ˜CheckGenerator(q)

vector = 0;
return;

else
res=zeros(1,length(q));
QQ=q;
QQ(:,1)=ones(length(q),1);
res(1)=1;
vector=res/QQ;

end
Ajouter des commentaires qui expliquent le fonctionnement de chaque ligne. Expliquer le
fonctionnement du script DTMCSolve.m

16. (*) Expliquer le fonctionnement du script
function [simmx] = SimularityMatrix (A, B)
if size(A)>size(B)

disp(’The first input matrix must be smaller than the second one. Please change them!’)
r=0;
return;

end
ai=eye(size(B,1));
bi=eye(size(A,1));
res=vertcat(zeros((size(A,1)*size(B,1)),1),ones(size(A,1),1));
also = kron(ones(1,size(B,1)), bi);
felso = kron(ai,A)-kron(B’,bi);
qq = vertcat(felso,also);
simmx = devec(qq\res, size(A,1));
end
% internal function:
function M = devec(v, rows)

M = [];
for i=1:length(v)/rows

M = [M, v((i-1)*rows+1:i*rows)];
end

end
17. (*) Expliquer le fonctionnement du script APHRepresentation.m

function [beta,B] = APHRepresentation (alpha, A)
lambda = -eig(A);
if max(abs(imag(lambda)))>0
disp(’Complex eigenvalue!’)

r=0;
beta = 0;
B=0;

return;
end
lambda2 = sort(lambda);
maxelem = max(lambda2);
lambda3=lambda2(lambda2˜=maxelem);
mx = diag(-lambda2)+diag(lambda3, 1);
simmx=SimularityMatrix(A, mx);
beta=alpha*simmx;
B=mx;
end

18. (*) Expliquer le fonctionnement du script CheckMEPositiveDensity.m
19. (*) Expliquer le fonctionnement des scripts KroneckerProduct.m et KroneckerSum.m

13.7 Projets
Les projets seront notées à partir du travail en classe ; la presence est une partie esentielle de

la note.
1. Qu’est ce que fait le pg. Scilab suivant :
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// marche(N,m) displays outcomes of the N-step random walk
function [traj] = marche(N,m)
// return the path S as a vector

clf; // clear the entire figure
time=(0:1:N); p=0.5 *(1+m * sqrt(N)); traj=zeros(time) ;
traj=[0,cumsum(2*(rand(1,N)>p)-1)];
// vector will contain the trajectory X(0),X(1/N)...,X(1)
//for t=1:N
//traj(t+1)=traj(t) + ( 2*grand(1,1,"bin",1,p)-1 ) ;
//end ;
plot2d2(time/N,traj/sqrt(N)); // plot the path xtitle("Scaled Random
walk", "time (t)","X(t)")
endfunction

Executer les commandes :
N=10; m=.1;
time=(0:1:N);
p=0.5 *(1+m * sqrt(N)); traj=zeros(time) ;
traj=[0,cumsum(2*(rand(1,N)>p)-1)];
plot2d2(time/N,traj/sqrt(N)); // plot the path

N=10; m=.5;
time=(0:1:N);
p=0.5 *(1+m * sqrt(N)); traj=zeros(time) ;
traj=[0,cumsum(2*(rand(1,N)>p)-1)];
plot2d2(time/N,traj/sqrt(N)); // plot the path

N=100; m=.1;
time=(0:1:N);
p=0.5 *(1+m * sqrt(N)); traj=zeros(time) ;
traj=[0,cumsum(2*(rand(1,N)>p)-1)];
for t=1:N
traj(t+1)=traj(t) + ( 2*grand(1,1,"bin",1,p)-1 ) ;
end ;
plot2d2(time/N,traj/sqrt(N)); // plot the path

N=10000; m=1/N;
time=(0:1:N);
p=0.5 *(1+m * sqrt(N)); traj=zeros(time) ;
traj=[0,cumsum(2*(rand(1,N)>p)-1)];
for t=1:N
traj(t+1)=traj(t) + ( 2*grand(1,1,"bin",1,p)-1 ) ;
end ;
plot2d2(time/N,traj/sqrt(N));

2. Ruine du joueur/marche arretée. Pour une marche aléatoire symétrique (p=q=1/2),commencée
en X0 = 0 et arretée au temps T = min(T0, TB), simuler la probabilité de gagner’
pB = P1{XT = B} pour B = 5, un nombre Nr = 20 de fois, en arretant chaque simulation
après (ou avant) n = 30 pas. Refaites le calcul en utilisant un système linéaire. Comparez les
deux résultats avec la valeur prevue par la theorie.

3. Simulez le mouvement Brownien dudimensionel, en modifiant le pg. suivant :
// marche2(T) displays outcomes of the N-step random walk
function [trajectory] = marche2(T) time=1:(T+1); p=0.5;
traj=zeros(2,T+1) ;
// vector will contain the trajectory X(0),...,X(T)
for t=1:T traj(:,t+1)=traj(:,t) + (2*grand(2,1,"bin",1,p)-1 ) ; end;
clf;
plot2d(traj(1,:),traj(2,:) );

xtitle("Two dim Random walk", "time (t)","X(t)") endfunction
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4. a) Traduisez en Scilab le programme Matlab suivant, en ajoutant des comentaires qui explique
comment il fonctionne, si besoin.
function p = ReturnProbability(epsilon,n)
pE = 1/4 + epsilon; pW=1/4 - epsilon; pN = 1/4; pS = 1/4;
m = 2*n+1;
//Pb. avec N=mˆ2 -1 inconnues p_B(x),
//les proba de visiter B a partir de x
ctr =sub2ind([m,m],n+1,n+1);% sub2ind(size, i,j) donne l’indice de (i,j) en vec(A),
% c.-à-d. m (i-1) + j
AEW = spdiags(ones(m,1)*[pW pE],[-1 1],m,m);
ANS = spdiags(ones(m,1)*[pS pN],[-1 1],m,m);
//spdiags(cols, diags,size) donne la matrice avec cols positionnes comme diagonales,
//avec indices donnés par diags;
A =kron(AEW,speye(m)) + kron(speye(m),ANS);
//A est la matrice de Poisson pour la marche simple dudimensionelle
r = A(:,ctr); A(:,ctr)= 0; q = (speye(mˆ2)-A)\r;
p = q(ctr);
return

b) Calculer la probabilité de retour p(ϵ, n) en 0 pour une marche biaisé deux-dimensionelle
sur Z2, absorbée sur les bords du carré [−n, n]2, avec pN = pS = 1/4, et pE , pW = 1/4± ϵ.

5. Bonheur du joueur pour une marche réflechie en 0. Considerez une marche aléatoire
symétrique (p=q=1/2), commencée en X0 = 0, réflechie en 0 et arretée au temps TB, B ∈ N
a) Ecrivez une fonction qui, pour un nb. entier j donné, sort la position finale Xn d’une
marche commencée en X0 = 0, reéflechie en 0 et qui avance/recule en fonction de chiffres
binaires de j : 1 avance, 0 recule.
function [d] =dist(sce)

d=0;
while sce˜=0

if modulo(sce,2)==1 then d=d+1
else if d > 0 then d=d-1
end

end
sce=(sce-modulo(sce,2))/2
end
endfunction

b) simuler le nombre des pas TB = B+KB jusqu’au bonheur pour B = 1, un nombreNs = 100
de fois, en arretant chaque simulation après (ou avant) n = 21 pas. Comptez les simulations
qui y arrivent après KB = k pas, oú k = 0, 1, ..., 20. Estimez PB(k) = P0[KB ≤ k, k = 0, ...20
et kB = E0KB. c) Nous allons recalculer maintenant ces quantités exactement, pour B =
1, 2. Ecrivez une fonction qui, pour une cible B et ”horizon” k donné, compte le nombre
nB(k) de toutes les marches reéflechies en 0 qui n’arrivent pas à la cible B en moins de B+k
pas, k = 0, 1, ..., 8, c.-à-d. qui realisent l’événement KB ≥ k + 1. Est ce qu’il y a des formule
exactes pour PB(k), kB ? Ind : Verifiez pour nB(k) sur le site http ://oeis.org. En suite,

kB =
∞∑

j=1
PB(j) =

∞∑
k=0

PB(k + 1) =
∞∑

k=0

nB(k)
2B+k+1

function [b]=compte(B,k) //compte le nombre de chemins qui passe par
//le bonheur (B) en un nombre de pas infèrieur ou ègal
//à B+k.

b=0;
for(sce=0:(2ˆ(B+k)-1))

j=0
d=0;

while ((sce˜=0)&(d<B)&(j<(B+k))) //continue si la cible n’est pas atteinte
j=j+1;
if modulo(sce,2)==1 then d=d+1 //dernier chiffre=1, on monte
else if d>0 then d=d-1 //dernier chiffre=0, on descend

end
end
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sce=(sce-modulo(sce,2))/2 //on efface le dernier chiffre
end
if d==B then b=b+1 //si arret par bonheur, b=1
end

end
endfunction

6. Considerez les marches simples cycliques bougeant à droite/gauche avec probas p, q > 0, p+
q = 1 sur un polygon (regulier) avec n sommets. Expliquez pourquoi pour n = 4 ou 6, la limite
limn→∞An n’existe pas. Est-ce qu’il y une limite dans le cas des marches simples cycliques
avec n prime ? Le cas échéant, trouvez cette limite (au moins pour la marche symétrique avec
p = q = 1/2). Que se passe-t-il si p + q < 1, et la marche peut rester sur place avec proba
1− p− q ?

7. Le comportement transient et asymptotique d’une marche cyclique, et les puissances des
matrices circulantes. Considerez la matrice A
A=matrix(3,3,[[1-b-c,b,c],[c,1-c-b,b],[b,c,1-c-b]])}
Calculez A2, An and limn→∞An.

8. Bonheur dans le rectangle (problème de Folkmar Bornemann, Dirk Laurie, Stan Wagon, Jorg
Waldvogel : The SIAM 100-Digit Challenge, A Study in High-Accuracy Numerical Compu-
ting). Considerez une marche aléatoire symétrique simple sur X(t) = (X1(t), X2(t)) ∈ hR2,
(p1 = p2 = q1 = q2 = 1/4) commencée en X(0) = (0, 0) et arretée au temps T = min(T1, TB),
où

TB = {inf n : |X1(n)| > B}
T0 = {inf n : |X2(n)| = 1}

c.-à-d. l’espace des états est le rectangle E = |x1| ≤ B, |x2| ≤ 1}. Supposons h = 1/n, n ∈ N
(quand B/h /∈ N, TB est défini comme le temps quand la marche essaie de dépasser les côtés
courts (verticales). Soit pB,h(x) = Px[TB < T0], pB = limh→0 pB,h(0, 0)[TB < T0], c.-à-d. la
probabilité de sortir par les côtés verticales pour le mouvement Brownien, à partir du centre.
(a) Approximer pB,h par la méthode de simulation Monte-Carlo, en utilisant un souspro-

gramme qui simule une marche simple (sur les voisins) et qui teste apartenance aux
états d’arret (si interesses en graphiques, ecrivez aussi un programme qui trace tous les
points de l’espace des états, en utilisant une couleur différente pour les états d’arret).
Qu-est-ce que vous obtenez pour B = 1, B =

√
3, et Bk = (k+1/k), pour k = 4, 5, 6, ... ?

(b) Formuler un système linéaire qui donne l’inconnue pB,h et résolvez le système.
(c) Essayer de trouver le comportement asymptotique de pBk

quand k →∞.
(d) Est-ce qu’il existent des coefficients a, b tq limB→∞

pb

aBb = 1 ⇔ log(pB) ∼ b log(B) +
log(a) ?

9. Q : SuperBonus : Ajouter maintenant un rectangle de dimensions 1, B dessus le premier,
centré. Approximer pB par la méthode de Monte Carlo et par la méthode d’approximation
itérative des fonctions harmoniques. Qu-est-ce que vous obtenez pour B = 1, B =

√
3, et

B = (n + 1/n), pour n = 4, 5, 6, ... ? Quelle des trois méthodes ci-dessus est la plus facile a
implementer pour un domaine deux-dimensionel arbitraire, et quelle méthode est plus exacte ?
Conclusions :
(a) La simulation Monte Carlo produit des résultats decentes. Mais, evidemment, elle ne

peut pas obtenir des résultats precises pour le pb. limite, car elle ne profite pas des
deux traits particuliers cruciales : a) qu’il s’agit de resoudre l’équation de Dirichlet
∆f(x) = 0 avec conditions frontière 0 et 1, b) et que le domaine est un rectangle. Ces
traits particuliers raméne ici à une solution explicite à partir du centre , implementable
dans une ligne symbolique ! b = 1;N [2ArcSin[Sqrt[ModularLambda[bI]]]/(Pi), 40]. La
reponse pour b =

√
3 et 1/6 !

(b) Mais, obtenir cette solution exacte dans un cas particulier a demandé beaucoup de
travail ! La solution la plus raisonable est de revenir au pb. discret, et profiter que le
pb. se reduit alors à un système linéaire. Un prg. Matlab est offert dans le livre, mais
seulement pour les rectangles ! Il exploite le fait que la matrice du système linéaire en
deux dimensions se décompose comme une somme Kronecker des matrices des marches
unidimensionnelles correspondant au deux coordonnées (qui sont independantes).
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(c) Finalement, pour un domaine deux-dimensionel arbitraire, la simulation Monte Carlo
et la méthode d’approximation itérative semblent assez raisonables.

13.8 Initiation Matlab et Chebfun
MATLAB Spline command:

>>x = 0:10; y = sin(x); xx = 0:.25:10; yy = spline(x,y,xx);
>>plot(x,y,’o’,xx,yy)
This generates a spline for the sine curve, then samples it over a
finer mesh.

The two vectors
>>t = 1900:10:1990;
>>p = [ 75.995 91.972 105.711 123.203 131.669
150.697 179.323 203.212 226.505 249.633 ];
represent the census years from 1900 to 1990 and the corresponding
United States population in millions of people. The expression
>>spline(t,p,2000)
uses the cubic spline to extrapolate and predict the population in
the year 2000.
Algorithms A tridiagonal linear system (with, possibly, several
right sides) is being solved for the information needed to describe
the coefficients of the various cubic polynomials which make up the
interpolating spline. spline uses the functions ppval, mkpp, and
unmkpp. These routines form a small suite of functions for working
with piecewise polynomials. For access to more advanced features,
see the interp1 reference page.

Chebfun aide : help chebfun/norm Guide,1.4 PIECEWISE SMOOTH CHEBFUNS

in the default "splitting off" mode a function with a jump in its
derivative produces a warning message,

>>f = chebfun(’abs(x-.3)’);
We can see the structure with "struct", Matlab’s command for seeing
the various fields within an object:
>>struct(f)
The output shows that f consists of two funs with breakpoints at
-1, 1, and a number very close to 0.3. The "imps" field refers to
"impulses", which relate to values at breakpoints, including
possible information related to delta functions, discussed in
Section 2.4. The "trans" field is 0 for a column chebfun and 1 for a
row chebfun (Section 1.6 and Chapter 6). The "jacobian" and "ID"
fields are used for automatic différentiation.
Here is an example where breakpoints are introduced by the "max"
command, leading to a chebfun with 13 pieces:

f = chebfun(’sin(20*x)’);
g = chebfun(’exp(x-1)’);
h = max(f,g);
plot(h)
struct(h)
mean(h)
std(h)

Guide,1.5. INFINITE INTERVALS AND INFINITE FUNCTION VALUES

Here’s the integral of a function on [1,inf]:
sum(chebfun(’1./x.ˆ4’,[1 inf]))

ans = 0.333333333326922
Notice that several digits of accuracy have been lost here. Be
careful! -- operations involving infinities in Chebfun are not
always as accurate and robust as their finite counterparts.
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Here is an example of a function that diverges to infinity, which we
can capture by including the flag ’blowup 2’ (try help blowup for
details):
h = chebfun(’(1/pi)./sqrt(1-x.ˆ2)’,’blowup’,2); plot(h)
In this case the integral comes out just right:
sum(h)

GUIDE 4 : CHEBFUN AND APPROXIMATION THEORY
By Chebyshev points we shall mean as usual the set of points in
[-1,1] defined by

x(j) = -cos(j pi/N), 0 <= j <= N,
where N is an integer >= 1. (If N=0, we take x(0)=0.) Through any
data values f(j) at these points there is a unique polynomial
interpolant p(x) of degree <= N, which we call the Chebyshev
interpolant. In particular, if the data are f(j) = (-1)ˆ(n-j), then
p(x) is T_N, the Nth Chebyshev polynomial, which can also be defined
by the formula T_N(x) = cos(N acos(x)). In Chebfun, the command
"chebpoly(N)" returns a chebfun corresponding to T_N, and "poly"
returns coefficients in the monomial basis 1,x,xˆ2,.... Thus we can
print the coefficients of the first few Chebyshev polynomials like
this:

for N = 0:8
disp(poly(chebpoly(N)))

end
subplot(2,2,1), plot(chebpoly(2))
subplot(2,2,2), plot(chebpoly(3))
subplot(2,2,3), plot(chebpoly(15))
subplot(2,2,4), plot(chebpoly(50))

ftp ://129.67.151.32/pub/Documents/techreports/NA-08-07.pdf

>> nodes = 0:8;
>> vals = sin(nodes);
>> f = chebfun(@(x) spline(nodes,vals,x),[0 8]);
>> struct(h)
>> f.ends

>> f = chebfun(@(x) sqrt(x),[0 1]);
>> length(f)
>> f.ends

>>for j = 1:10
>>x0 = rand;
>>f = chebfun(@(x)exp(x)+cos(7*x)+0.1*sign(x-x0));
>>fends = f.ends;
>>disp([x0 fends(2)x0-fends(2)])
>>end
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>>f = chebfun(@(x) cos(exp(2*x)),[0 1]);
>>h = 0.1; ends = 0:h:1;
>>midpts = h/2:h:1;
>>fh = chebfun(num2cell(f(midpts)),ends);
>>plot(f),hold on, plot(fh)
>> sum(f)
>> sum(fh)
>> norm(f-fh,inf)

step = chebfun(0.5); B = step; for n = 1:4
B = conv(B,step);
subplot(2,2,n)
plot(B), hold on, plot(B.ends,B(B.ends),’.’)

end

>> x = chebfun(@(x) x,[-n-1 n+1]);
>> sigma = sqrt(4/3);
>> gaussian = exp(-(x/sigma).ˆ2/2)/(sigma*sqrt(2*pi));
>> norm(B-gaussian,inf)

>>f = chebfun(’-exp(x)’,’2*abs(x-0.5)’,-1:1);
>>fn = chebfun(@(x)f(x),40);
>>plot(f), hold on, plot(fn,’.-’)

>>runge = @(x) 1./(1+25*x.ˆ2);
>>exact = chebfun(runge); errp = [];
>>errq= []; nn = 2:2:200;
>>for n = nn
p = chebfun(runge,n);
errp = [errp;
norm(p-exact,inf)];
q = chebfun(runge,runge,[-1 0 1],[n/2 n/2]);
errq = [errq;
norm(q-exact,inf)];

>>end
>>semilogy(nn,errp,’.-’), hold on,
>>semilogy(nn,errq,’.-’) hold on,
>>grid on semilogy(nn,errq,’.-r’,’linewidth’,.9,’markersize’,8)

>> fx = @(x) chebfun(@(y) sin(6*x)+sin(5*y)+sin(8*x+3*y));
>> g = chebfun(@(x) min(fx(x)));
>> [minval,xmin] = min(g)

minval = -2.937379284008478 xmin = 0.740775338910084
>> [minval2,ymin] = min(fx(xmin))

minval2 = -2.937379284008477 ymin = 0.338025338316668

>>s = chebfun(@(s) s,[0 1]);
>>c = [-2+.05i -.2+.05i -.2-.05i -2-.05i];
>>z = [c(1)+s*(c(2)-c(1)) c(2)*c(3).ˆs./c(2).ˆs
>>c(3)+s*(c(4)-c(3)) c(4)*c(1).ˆs./c(4).ˆs]
>>plot(z)
>> f = log(z).*tanh(z);
>> I = sum(f.*diff(z))

I = 0.000000000000007 + 5.674755637702221i
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