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Objectif : La prédiction des phénomenes spatio-temporaux est une des preoccupations princi-
pales dans la science, par exemple en statistique, géostatistique, économétrie, météorologie, sciences
environmentales, ..., etc.

Meéthodes : Les methodes principales sont la decomposition des moindre carrées déterministe,
et la régression ”statistique”, qui va au dela de mc en offrant un ”modeéle stochastique”, en analysant
ses résidus, et en produisant des intervales des confiance.

Le choix entre les diverses modeles possibles n’est pas toujours evident, finalement il s’agit
d’un art plutét que d’une science.

Nous allons aborder ces themes dans le contexte des séries temporelles uni-dimensionelles, en
comencant par 'approche déterministe : inspection graphique, et identification de la tendance et
de la partie saisonniére par moindre carrés. Deja dans cette partie, 'utilisation des filtres, qui sont
des operateurs de moyenne mobile entre deux series, s’avere utile.

En suite, nous examinons une approche iterative statistique qui consiste a raffiner des modeles
ARIMA ou des modeles d’espace-état, choisies conformement aux tests pour les résidus. Dans cette
partie, le concept de filtre est essentiel.

Compétences acquises : Les etudiants apprendront a utiliser des diverses méthodes de
filtrage et prévision des series temporelles, notamment par la modélisation ARMA, et a tester les
residus pour évaluer la fiabilité des modeles choisies.
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1 Introduction

Définition 1.1 Une série chronologique (ou temporelle) est une succession d’observations au cours

du temps : {Uy:t=1,2,...,n,..} = (U1,Us, ..., Uy, ...)

Par rapport aux autres types de données statistiques, la particularité des séries chronologiques tient
a la présence d’une relation d’antériorité qui ordonne ’ensemble des informations. Les dates d’ob-
servations sont souvent équidistantes les unes des autres : on a des séries mensuelles, trimestrielles,
etc, dans quel cas on peut les indexer par ¢ € N.

Exemples : a) Nombre des moutons par année en Angleterre, entre 1867 et 2003. b) Nombre
de voyageurs par mois (SNCF) entre 1990 et 2003. ¢) Nombre de voitures vendues par un garage,
par trimestre entre 1995 et 1999. d) Taux de mortalité, per age, entre 55 et 104 (c’est le premier
exemple d’utilisation de splines, par Whittaker (1923)).

Les séries temporelles sont le plus simple exemple d’'une thématique plus large : I’estimation
et prévision des processus stochastique, i.e. des familles des variables aléatoires U(zx). Pour les
séries temporelles/chrologiques, on s’intéresse en € N,Z ouR,, pendant que dans la statistique
spatiale, (par exemple en géostatistique) on s’intéresse dans le cas x € 7% ou x € R,

On se propose d’éstimer la valeur de la variable U(z) en un point = quelconque connaissant
les valeurs U(z;) aux points de mesure donnés z;, pour i = 1,...N. Le but principal est le choix
d’un modele (”estimation”) raisonable, qui permettra & partir des valeurs connues la prédiction



des valeurs inobservables (comme les valeurs futures des séries temporelles, ou moins accesibles
physiquement, couteuses, etc). On veut a la fois : a) enlever du bruit d’observation eventuel et b)
”extrapoler” du connu au inconnu.

Domaines d’application :

Prospection et exploitation pétrolieres et minieres

Traitement du signal

Imagerie medicale

Océanographie, météorologie, hydrogeologie, environnement, ...

Séries temporelles, appliquées en économie, finances, météo, médecine, ...

2 Premier abord aux séries temporelles/chroniques

Une regle générale en statistique descriptive consiste & commencer par regarder ses données,
avant d’effectuer le moindre calcul. Ainsi, la figure 1 montre différentes séries chronologiques, qui
méritent quelques commentaires.

La consommation des ménages en Allemagne et le Produit Intérieur Brut en France semblent
avoir augmenté régulierement.

Le taux de chomage en Allemagne semble avoir globalement augmenté depuis 1960, mais
avec une alternance de baisses et de hausses soudaines. Le taux de chomage des Etats-Unis
ne semble pas évoluer globalement, mais présente également cette alternance de baisses et
de hausses.

Les ventes de champagnes, tout comme la production industrielle semblent exhiber un ca-
ractere périodique (ventes importantes de champagne en fin d’année, baisse de la production
industrielle en été, ...).

D’autre part, les variations de ces 2 séries (indice de production industrielle et ventes de
champagne) ont une amplitude qui semble augmenter au cours du temps.

Toutes ces séries ont un aspect irrégulier. Ces fluctuations irrégulieres ont parfois une am-
plitude anormalement élevée (PIB et production industrielle en France au second trimestre
1968, consommation en Allemagne en 1991).

Cette liste de remarques n’est bien siire pas exhaustive. Elles traduisent simplement quelques
comportements que ’'on retrouve sur la plupart des séries chronologiques. Puisque notre ambition
est de décrire et d’analyser ce genre de chroniques, il nous faut donc proposer des modeles qui
integrent les différentes caractéristiques que nous venons de relever.

2.1 Les composantes d’une chronique

Dans un premier temps, I'examen graphique de la série étudiée (y;,1 < ¢ < n) permet de
dégager, lorsqu’on envisage une période de temps suffisamment longue, un certain nombre de com-
posantes fondamentales de 1’évolution de la grandeur étudiée.
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FIGURE 1 — Quelques exemples de séries chronologiques



Il faut alors analyser ces composantes, en les dissociant les unes des autres, c’est-a-dire en

considérant une série comme résultant de la combinaison de différentes composantes, tel que chacune
d’elles ait une évolution simple.

1.

La tendance (f;,1 < i < n) représente I’évolution a long terme de la grandeur étudiée, et
traduit 'aspect général de la série. C’est une fonction monotone, souvent polynomiale.

. Les wvariations saisonniéres (s;,1 < i < n) sont liées au rythme imposé par les saisons

météorologiques (production agricole, consommation de gaz, ...), ou encore par des acti-
vités économiques et sociales (fétes, vacances, solde, etc).

Mathématiquement, ce sont des fonctions périodiques, c’est-a-dire qu’il existe un entier p,
appelé période, tel que

S; = SH_p,Vi > 1 (1)

Cette composante est entierement déterminée par ses p premieres valeurs sq, s2,. .., Sp.

On rencontre souvent aussi des phenomenes pour les quelles la periode peut elle meme varier.
On parle alors de

Cycles (¢, 1 < i < n), qui regroupent des variations a période moins precise autour de la
tendance, par exemple les phases économiques d’expansion et de recession. Ces phases durent
généralement plusieurs années, mais n’ont pas de durée fixe. Sans informations spécifiques, il
est généralement tres difficile de dissocier la tendance du cycle. Dans le cadre de ce cours, la
composante appelée tendance regroupera pour la plupart du temps aussi les cycles.

. Les fluctuations irréguliéres/résidues/bruit (e;,1 < ¢ < m) sont des variations de faible in-

tensité et de courte durée, et de nature aléatoire (ce qui signifie ici, dans un cadre purement
descriptif, qu’elles ne sont pas completement expliquables). En effet, elles ne sont pas clai-
rement apercevables dans les graphiques, a cause de leur faible intensité par rapport aux
autres composantes. Elles aparaissent clairement seulement apres ”I’enlévement du signal” ;
la question qui se posera alors sera : est-ce qu’ils contiennent encore du signal, ou est-ce que
c’est vraiment du ”bruit” ?

Les wvariations accidentelles/observations abérrantes sont des valeurs isolées anormalement
élevées ou faibles de courte durée. Ces variations brusques de la série sont généralement
explicables (Mai 68, réunification de ’Allemagne, tempéte, ...). La plupart du temps, ces
accidents sont intégrés dans la série des bruits (les fluctuations irrégulieres).

. Points de changement Ce sont des points ou la série change complétement d’allure, par

exemple de tendance. Ils sont normalement explicables, et imposent une analyse séparée de
la série, par morceaux.

En résumé, nous considérerons une série chronologique comme isue de la composition de 3

composantes :

pour

(fi,1 <1 < n) la tendance (intégrant éventuellement un cycle),

(sj,1 < j < p) les coefficients saisonniers,

(e;,1 <i < mn) les fluctuations irrégulieres (intégrant éventuellement des accidents).
Exemple : Trouvez ’élément suivant de la série 1; ci-dessous, une équation de récurrence

ye ={1,3,7,13,21,31,...}

Obtenez une formule analytique pour y;, en utilisant :



a) la théorie des équations de récurrence & coefficients constants. R : n? +n + 1
b) la methode des fonctions génératrices, decomposition en fractions partielles et 1’expansion
en serie des puissances :

k-1 2"
a_z ch+ an+17 ‘Z|§a

22
R:a(z) = ¢tfp = ooy — oo + 19

2.2 Quelques types de décomposition
Apres avoir détecté graphiquement quelles sont les composantes présentes, il faut proposer un

modele :

2.2.1 le modele additif

Yi = fi +5s; + e, 1<e<n. (2)

Pour bien séparer la tendance de la composante saisonniere, et pour des raisons d’unicité dans
la décomposition proposée, on impose que la somme des facteurs saisonniers soit nulle :

p
ZSj = 0. (3)
j=1

Exemple : Imaginons que nous étudions la série des températures moyennes relevées chaque
mois en un méme site, depuis janvier 1990, et que la tendance (plutot faible) a une allure lineaire.
Le modele additif est :

11 11
yi =a+bi+ E Sk Lizk(mod12) — ( E k) Li=o(mod12) + €i
k=1 k=1
Les coefficients a, b, s1, ..., s11 et les résidus peuvent etre determinés en minimisant la somme

des carrés des résidus ), 622, i.e. par régression.

Que peut-on dire des composantes présentes dans cet exemple ?

— la série (f;) représente la tendance générale (réchauffement ? cycle?).

— Les données étant mensuelles, la période est de un an, et donc p = 12.

— Des valeurs s; = —10 et sg = +8 signifient que le mois de janvier est plus froid de 10° par
rapport a I’ensemble de I'année, alors que juin est plus chaud de 8°.

— Une fluctuation irréguliere e;4 = —2 signifie qu’il a fait 2° de moins que prévu pour un
mois de février, en 1991 (c’est-a-dire ce que nous laissaient prévoir la tendance et 'effet
saisonnier pour février 1991).

2.2.2 le modeéle multiplicatif(*)

yi=fil+s)(l+e) 1<i<n (4)

La encore, on impose que la somme des facteurs saisonniers soit nulle : Z?zl s; = 0.



Dans ce modele, on considere maintenant que les amplitudes des fluctuations dépendent du
niveau. Considérons le nombre d’entrées quotidiennes dans un cinéma. Des valeurs s4 = —0.5 et
s¢ = +0.8 signifient ici que la fréquentation de cette salle diminue de 50% le jeudi et augmente
de 80% le samedi (par rapport a l’ensemble de la semaine). Une valeur eg = +0.2 signifie que le
nombre d’entrée du deuxieéme mardi a été de 20% supérieur au chiffre attendu pour ce jour la.
Remarque : Le modele multiplicatif est généralement utilisé pour des données de type économique.

2.2.3 modeéles mixtes(*)

Il s’agit la des modeles ou addition et multiplication sont utilisées. On peut supposer, par
exemple, que la composante saisonniere agit de fagcon multiplicative, alors que les fluctuations
irrégulieres sont additives :

yi = fi(l+s)+e, 1<i<n. (5)

(toutes les autres combinaisons sont également possibles ... ).

La modélisation stochastique des séries temporelles commence en observant leur graphique et
en cherchant une décomposition additive ou multiplicative.

Exercice 2.1 Pour chacune des quatre séries suivantes,
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(©) (d)

a) écrire un modele qui vous semble convenir, en précisant le type du modéle, la tendance et
la période

b) Exprimez le modéle choisi sous la forme d’une équation vectorielle lineaire dans les pa-
rameétres inconnues, et donnez la formule de la régréssion qui permet a déterminer ces
parameétres.

Nous étudierons dans la suite surtout le modele additif (le modele multiplicatif revient a un
modele additif pour le log des données).



Remarque 2.1 Une fois un modéle est obtenu, il peut étre utilisé pour la prédiction des valeurs
futurs.

En examinant des graphes des séries temporellescomme ci-dessus, les peres fondateurs du
domaine (Wiener, Kolmogorov, ...) ont eu I'intuition que le souci de degager les composantes perio-
diques et la tendance etait similaire au problme d’enlevement du bruit dans les appareilles de radio,
qui avait été resolu par 'utilisation des filtres ("low-pass” et "high-pass”). En effet, les prochaines
chapitres montrerons les multiples utilisations des filtres/moyennes mobiles pour la prediction des
séries temporelles.

2.3 Recurrences et operateurs de retard et avance

Nous venons de voir que les composantes périodiques (1) et périodiques de somme nulle (3)
satisfont des recurrences a coefficients constants, et par consequent ont des formules explicites
comme sommes des puissances de racines de 1'unité.

Pour manipuler les recurrences, il est convenable d’introduire un opérateur de rétard B
(ou encore de "rétro-décalage”) défini sur 'ensemble des suites par

ko
BX; = X;_1 donc B*X; = X,_;, et finalement Z 0; X:—; = 6(B)X,

i=—k1
ou #(B) dénote la somme des puissances Zfifkl 6;B". Alternativement, on peut travailler avec
F=DB"1
Les équations (1), (3) deviennent
(I-BP)s=0,I+B+B*+..+ B 1)s=0
Dans cette écriture, on voit immédiatement que la deuxiéme équation implique la premiere
(en multipliant par (I — B), et donc les périodiques de somme nulle sont périodiques.

3 Filtres/moyennes mobiles

Souvent il semble une bonne idée de remplacer 'information locale fournie par un ”pixel”
d’une série/champs aleatoire par I'information obtenue en ajoutant ses voisins, ce qui suggere de
construire des "moyennes mobiles”.

Définition 3.1 La série Y; s’apelle une moyenne mobile de X; ou filtre si

ot k1, ke > 0. L’ordre du filtre est k = k1 + ks.
Remarque 3.1 La notation des polynomes de retard raméne (6) a la forme :

Y, = 0(B) X,



Un filtre est supposé reduire le bruit, mais laisser ivariants des tendances constantes ou poly-
nomiales.

Le cas des 0; a somme égale a 1 s’appelle lissage, celui avec des 6; égaux s’appelle moyenne
arithmétique, et le cas d’'une moyenne arithmétique avec ky = ky = ¢ sera apellé moyenne
arithmétique symmetrique ou centré.

0(B) est appelé opérateur de recurrence (sur l'espace des series). La série de Laurent

associé 0(z) = Zfi_kl 0,2 sera appelée le symbole de 'operateur.

Définition 3.2 a) Le symbole d’un filtre 0(B) est la fonction 6(z) : C— > C.
b) En écrivant le filtre comme

0(z) = 2 "1p(z)

ou p(z) est un polynéme on obtient le polynéme charactéstique, et en renversant les coefficients
du polynome charactéstique on obtient le polynéme dual.

3.1 Filtres qui enlevent les composantes périodiques et saisoniéres

Définition 3.3 a) Une série s; sera appelée périodique de période p ssi

St+p = St < (]. — Bp)St = O, Vi (7)

b) Une série s; sera appelée saisonniére de période p ssi

p p—1
d sii=0<= () _B)s;=0, Wt (8)
i=1 i=0
Exercice 3.1 1. Donnez une formule explicite decrivant une série arbitraire appartenant a l’es-

pace d’états vectoriel des séries périodiques. Quelle est la dimension de cet espace ?

2. Méme questions pour une série arbitraire appartenant a l’espace d’états vectoriel des séries
saisonnieres.

8. Montrez q’une série saisonniére est périodique, et que chaque série périodique p; est la somme
d’une série saisonniére el d’une série constante.

4. Trouvez une base de l’espace vectoriel des séries périodiques d’ordre p.

5. Trouvez une base réelle de l’espace vectoriel des séries saisonniéres d’ordre p, et ensuite une
base de l’espace des séries périodiques, qui la contient.

6. Formulez en forme matricielle un probléme de regression (moindre carrées) qui permet de
decomposer une serie comme une somme d’une tendance linéaire, une partie saisonniére de
période 4, et des residues.

Nous allons identifier maintenant les filtres, ou operateurs de recurrence qui ”enlévent /annulent”
les composantes périodiques et saisonnieres. Remarquons qu'un operateur de recurrence qui annule
une suite characterise la suite en tant que combinaison des puissances des racines du polyndéme
charactersitique, ce qui rend encore plus evidente 'importance d’identifier des tels operateurs.
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Exercice 3.2 Montrez quun filtre 6(z) qui est divisible par 1 + z + ... + 2P~ i.e. de la forme
0(2) = (14 2+ ... + 2P~ H01(2), "enlévent” les composantes saisonnicres de période p, i.e. :

0(B)s(t) =0 Vt
pour chaque série s; satisfaisant (8).
En effet, la réciproque est aussi vraie (admis) :

Théoréme 3.1 Un filtre (B) annule (ou enléve) les composantes saisonniéres d’ordre p ssi son
symbole 0(z) est divisible par 1+ z + ... + 2P~L (donc si 0(z) = 0, pour toutes les racine d’ordre p
de l'unité, sauf z =1).

Exemples : Pour enlever les composantes saisonnieres d’ordre 4, on peut utiliser donc la
moyenne mobile arithmétique d’ordre 4, pour une périodicité mensuelle on peut utiliser la moyenne
mobile arithmétique d’ordre 12, etc... En général, en utilisant un filtre arithmétique d’ordre p on
peut enlever la partie saisonniere de cet ordre, pour mieux decéler ensuite la tendance.

3.2 Filtres de lissage
Un filtre de lissage (& ), 0; = 1)

k
Y =) 0:iXei=Xe
=1

peut étre utilisé pour la prédiction de X;. Rémarquez que le fait que la prédiction est ”non-biaisée
pour les séries stationnaires”, i.e. :

k k
EX; =E Z 0, X;_; = (Z 0;)EX,
=1

i=1

est assuré par la condition Zle 0; =1.
Cette condition assure aussi qu'une série egale a 1 sera ”prédite” exactement, i.e. §(B)1 =1,
et en fait chaque série constante X; = c sera prédite exactement :

0(B)c=c-(0(B)l)=c-1=k

Il est possible en fait, en choisissant les coefficients #; d’un filtre, d’assurer qu’il laisse inva-
riantes toutes les séries polynomiales p; d’un degré donné. Le théoreme suivant nous donne un
critere pour identifier le degré maximal des polynomes laissés invariants par un filtre (B) ; autre-
ment dit, de déterminer le degré maximal des polynomes inclus dans ’espace invariant des séries
Z satisfaisant 0(B)Z; = Z; :

Théoreme 3.2 L’espace invariant d’un filtre contient les polynéomes de degré < n ssi

a) 1 est une racine d’ordre au moins n + 1 de équation 0(z) = 1, i.e. 0(1) = 1,0'(1) =
0,0"(1) = 0,0 (1) = 0, ou A(z) est le symbole

b) 1 est une racine d’ordre au moins n+ 1 de léquation p(z) — 2¥1 =0, i.e. p(1) = 1,p/(1) =
1, (1) = Ky (ky — 1), 00 (1) = (k).
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Exercice 3.3 Demontrez le théoréeme

Exercice 3.4 a) Montrez qu’une moyenne arithmétique symmetrique d’ordre 2q + 1 = 3, donné
par

1
0(B) = §(1 +B+ B
conserve (laisse invariantes) les tendances lineaires py = a + bt. b) Généraliser pour q quelconque.

Apres le choix d’une forme appropriée pour la tendance et une periode specifique, selon le
graphe, on peut déterminer au méme temps les coefficients de la tendance et de la partie périodique
par une régression lineaire.

Exercice 3.5 Montrez que le filtre %(—B2 +4B+3+4B~! — B72) laisse invariants les polynémes
de troisieme degré, et enléve les composantes saisonniéres d’ordre 3.
3.3 La reduction du bruit des observations

Nous verrons maintenant un résultat désirable de ’application des filtres de lissage : la reduc-
tion de la variance des observations.

Exercice 3.6 Montrez qu’une moyenne arithmétique symmetrique d’ordre 2q + 1 diminue la va-
riance o d’un bruit blanc (=série i.i.d. de moyenne 0) par 2q + 1.

En conclusion, si la série observée est de la forme
Xe=pt+e

ol p; = a + bt est une tendance linéaire, que 'opération de prendre une moyenne arithmétique
symmetrique d’order ¢ n’affecte pas la tendance, i.e. §(B) p; = p;, mais a un effet de diminution
du bruit stochastique €;, ramenant a :

6t+q 4+ ...+ €t + ...+ €t,q
2qg+1

Xy = 0(B)(pr+ ) = pe + (0(B)er) = py + =Pt

. € +... et e . . . N
avec un nouveau bruit e} = “+¢ 5T de variance inferieure & celle de e;.

Donc, si on constate une tendance lineaire dans le comportement d’une chronique dans
un voisinage, on peut estimer la tendance dans ce voisinage en prenant des moyennes mobiles
arithmétiques symmetriques, car ¢a va réduire (atténuer) le bruit et mettre en évidence la tendance
linéaire. L’effet du lissage augmente en augmentant q.

Exercice 3.7 Montrez que la droite obtenue en lissant 2q + 2 observations avec des moyennes
mobiles arithmétiques symmetriques d’ordre 2q + 1 est :

2¢+1
ST, Xog+2 — X1

— —(r — 1
U o T G k) e o
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3.4 A quoi servent les filtres ?

1. Les filtres causaux i
6(B)=> 6,5’
i=0

sont importants dans la prediction

2. Les filtres symmétriques

k
6(B)= > 6;B

i=—k

sont importants dans le lissage (’enlévement du bruit). Les filtres arithmétiques

k
0(B) = (2k+1)"' Y B’
i=—k

minimisent le plus la variance (donc enléve bien le bruit).

Aussi, les filtres fournissent un language adéquat pour décrire les series temporelles.
Rapellons que 'approche de décomposition additive sugere de rompre une serie donnée

Yi=si+my+ €

dans un ”signal” s; + m; et un bruit stationnaire ¢;. La partie la plus importante d’une serie est
bien sur le signal, et son depistage peux se faire par I’ approche classique de regression. Une fois
depisté, la prediction du signal est evidente (par sa formule!).

Par contre, la prediction du bruit (corrélé) demande des approches plus sophistiquées, comme
la modelisation ARMA, ou 'utilisation des filtres devienne essentielle.

Il est naturel d’essaier de depister le signal par un filtre de lissage causal [(B), donc m; =
l(B)Y;, tq ce filtre "detruit le bruit mais laisse passer le signal”. Il en suit que le bruit aussi est
donné par un filtre causal

€t = Y;f — My = (I — l(B))Y;g = 7T(B>Y%

ou 7(B) ”detruit le signal mais laisse passer le bruit”.

On peut voir donc 'analyse des séries temporellescomme la recherche pour un filtre qui trans-
formera notre serie en bruit. Pour cela, il va étre important de definir des tests pour decider quand
une serie est un bruit. Nous allons examiner plus tard des statistiques comme les correlations,
correlations partielles, le periodogramme, etc., issues de la modelisation probabiliste des séries
temporelles.

Pour 'instant, les prochains paragraphs nous donnent quelques outils pour juger le compor-
tement des filtres appliqués au séries deterministes.
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3.5 Exercices: TD 1

1. Trouvez 1’élément suivant des séries ci-dessous, ainsi que des équations de récurrences
t )
qu’elles satisfont et leurs solutions analytiques :

2,6,12,20, 30,42, ... (9)
4,10, 20, 36, 62, 104, ... (10)
3,2,1,6,3,2,1, ... (11)
0,-1,-2,3,0,—1,-2, ... (12)

Indication. a), b) Calculez les séries differenciées : z; = Ay; = y — yi—1. La deuxieme série
admet deux continuations naturelles (au moins).

2. Une série vérifie la récurrence yy — 2,1 + yr—2 = (=1)""1,¢ > 2, yo = 1,51 = 3 Obtenez
une formule analytique pour y;, a) en eliminant le terme inhomogene
Sol : On arrive & (B + 1)(B — 1)%y = 0 La solution particuliere doit étre de la forme
ye = A(—1)""1. Comme (B — 1)*(—1)""! = —4, il suit que 4 = L.
b) (*) en utilisant la meéthode des fonctions génératrices, decomposition en fractions partielles,
et ’expansion en serie des puissances :

o0

1 n+k—1 z"
oo - DO e s
n=0
Sol : a(2) = Tty = sriar — by — ks a(n) = (6 — (1) + 6n) /4

3. (a) Montrez que le filtre P(B) = %(24—3—1—32 —B3) "enleve” les composantes saisonnieres de
période 3, i.e. qu’il transforme chaque fonction de période 3 dans une fonction constante.

(b) Trouvez l'ordre de la tendance polynémiale maximale conservée (laissée invariante) par
ce filtre.

Sol : Ordre 1.

4. Trouver un filtre 1 + aB + B? + vB? qui laisse passer un tendance affine sans distortion et
elimine les periodicités d’ordre 2. Indication : Trouver un systeme des 2 + 1 = 3 équations et
resoudre.

5. Trouvez un filtre f(B) qui conserve les polynomes de degré < 1, et qui enléve les composantes
saisonnieres d’ordre 4, et déduisez que pour une série ayant une composante périodique d’ordre
4 et une tendance lineaire my, la tendance est donné par m; = f(B)Y;.

. 14+B+B?*+B35-3B
Sol : 1 5

6. On considere la série suivante :

t, 1121314516789 ]10
yi |58 140311518 1519|910 8

a) Représenter graphiquement cette série.

1
b) On se propose d’ajuster une tendance f de la forme f(t) = Py Justifier ce choix.
a

c) Déterminer les coefficients a et b, en utilisant un changement de variable approprié :
- par la méthode des 2 points (en choisissant judicieusement les 2 points)
- par la régression lineaire.
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d) représenter les 2 tendances ainsi obtenues sur le graphique précédent et comparer les
résultats. Est-ce que les residus ont une allure irreguliere ?

7. On consideére la série suivante

ti | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
yi | 75144 133|176(139(24]169 4527|182 |41|30|75]|35]28

a) Représenter graphiquement cette série.

b) Quel modele proposériez-vous pour cette série (justifier) ?

c) Calculer les facteurs saisonniers (s;,1 < j < p) ainsi que leur moyenne pt Z§:1 sj, en
supposant une tendance constante m; = a.

d) En notant (e;,1 < i < n) la série des fluctuations irréguliéres, calculer ej, ey et es.

e) Proposer une methode pour 'estimation des parametres, en supposant cette fois une ten-
dance lineaire m; = at 4+ b. Implementez le calcul en utilisant un logiciel. Proposez un teste
pour choisir entre les deux modéles.

8. On considére un modele simple ou la tendance est une constante (f(t) = a).

a) On considere tout d’abord le modele sans composante saisonniere. Comment choisir a si le
modele est additif 7 que peut-on alors dire sur les fluctuations irrégulieres 7 que se passe-t-il
si le modele est multiplicatif ?

b) On considére maintenant qu’une composante saisonniere (s;,1 < j < p) est présente.
On suppose que le nombre d’observations n est un nombre entier L de périodes : n = Lp.
Comment choisir a et (s;) sile modele est additif ? que peut-on alors dire sur les fluctuations
irrégulieres 7 que se passe-t-il si le modele est multiplicatif?

¢)* Reprendre la question b) lorsque le nombre d’observations n’est pas un nombre entier de
périodes : n = Lp + m.

9. On considére une série (y;, 1 < i < n) périodique, de période p. On suppose que le nombre

d’observations n est un multiple de p : n = Lp. Montrer alors que les corrélations suivantes

- - . _.7
= — 2p) = —— ;... = — ...

4 Modélisation stochastique des séries temporelles

4.1 Introduction

Rappelons le modele additif sans saisonnalité, qui cherche une décomposition de la forme :
Yi=m;+ e ou:

— my représente la "tendance” (intuitivement un ”mouvement lisse & long terme”), qui sera
la composante la plus importante dans la prévision.

— € = Y; — my sont les "résidus” qui restent apres qu’on enléve la partie structurée m;. Elles
représentent des ”irrégularités/fluctuations imprévisibles”, qui au debut semblent inutili-
sables (& ignorer) pour la prévision (c’est correct du point de vue de la prévision ponctuelle,
mais elles nous servirons quand-méme dans la calcul des intervals de confiance).

On s’arrangera toujours tel que les résidus ont la moyenne 0, mais ¢a n’est pas suffisant

pour qu’ils soient un bruit totalement sans structure="bruit blanc” (et s’il y a encore une partie
structuré, elle devrait etre inclue en my).
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Le ”bruit blanc” est notre premier exemple d’un processus stochastique : une formalisation du
concept de séries temporelles, ayant des propriétés bien definies (voir prochaine chapitre). Inspirés
par les propriétés de ce processus, on proposera des tests statistiques correspondant a ce modele,
qui nous permetrons de decider si € ont les propriétés de manque de structure desirées.

Pour tendance, plusieurs modeles se sont averés utiles :

1. regression sur des predicteurs exogenes (”covariates”), implementé en logiciels comme R par
”formules” :
1 2

2. modeles de superposition des chocs exterieurs/moyennes mobiles/FIR inobservables ¢, :

q
my = § Oiet—i
i=1

3. modeles autoregressifs :
Yi = f(Yi1,Yi—2,...) + &

Dans le manque des predicteurs exogenes, il est assez naturel d’adopter une modélisation au-
toregressive pour la tendance. Sous certaines conditions de regularité, ca ramenera a des prévisions
autoregressives un pas en avant :

o 1
Y = f(Yio1,Yi—0,...)

Le modele le plus simple est le processus AR(1) :
Yi=0¢Y 1 +b+e
Ce modele est recomandable si on envisage une prévision
Y, =Y 1 +be= (Vi —a) = p(Yie1 —a)

oub=a(l— ).

On verifie que si la moyenne de Y; est 0 on a a = b = 0; pour simplifier, on supposera
normalement qu’on a deja enlevé la moyenne de Y;.

Pour utiliser ce modele, on estimer le parametre ¢ par une régression lineaire des points

(Y;tfla Y},l),t = 27 ceey T
Le fait d’avoir enlevé la moyenne raméne & une droite passant par 'origine y = ¢x.
En suite, on utilise la valeur trouvé pour resoudre ’équation. On trouve

t—1

Y, = Z e + 'Yy
i=0

1. La modélisation autoregressive permetra aussi des predictions k pas en avant :
?t+k:fk(}/t7n*17}/if27"')7 k:1727

Les valeurs (positives) de k correspondent au futur et doivent étre extrapolées/prévues.La fonction de prévision fi
represente une projection de Y;i sur 'espace engendré par Y, Y:_1,Y:_o2,.... Plusieurs : choix sont possibles par
exemple extrapolation & partir d’un ajustement/interpolation polynomiale ou par splines.
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et examiner solution stationnaire unique ssi : | ¢ [< 1.

Indication : vous pouvez le faire en calculant la solution (i) par des substitutions répetées ou
(ii) en utilisant des operateurs, en posant Y; = (1 — ¢B) e, et en developpant la fraction comme
une série de puissances en B. En suite, calculez les covariances, pour montrer la stationnarité.

b) Montrez que 1’équation : (21) a une solution stationnaire unique, qui depend seulement du
bruit futur ssi: | ¢ > 1.

En conclusion

1. pour | ¢ |< 1, I'équation : (21) a une solution stationnaire unique causale, qui depend seule-
ment du bruit passé.

2. pour | ¢ |> 1, "équation : (21) a une solution stationnaire unique, qui depend seulement du
bruit futur.

Pour tester la validité des modeles, proposés, il faut d’abord préciser rigourousement les pro-
priétés desirées des résidus ou des chocs en tant que processus stochastiques; en plus, les modeles
seront utiles seulement si on peut vérifier leur ”stationarité”, i.e une certaine uniformité de struc-
ture par rapport au temps. Ca nous ramene a considerer les processus stochastiques stationnaires,
les distributions jointes de quelles ne varient pas avec le temps.

4.2 Processus stochastiques stationnaires

Définition 4.1 Soit X un processus aléatoire indexé par T = N ou Z. On dit que X est station-
naire (strict) si pour toute famille finie d’instants ty...t, € T et tout entier s, les lois jointes de
(X4, ... Xy) et de (X4, 45... X, 4+5) sont les mémes.

Définition 4.2 Soit X un processus aléatoire indexé par T =N ou Z. On dit que X est station-
naire a ’ordre 2 si la moyenne m(t) et la covariance I'(s,t) sont invariantes par translation dans
le temps, i.e. st la moyenne est constante :

EX; =my =m,Vt

et si la covariance/corrélation dépend seulement de l’écart de temps k = t — s, i.e. il existe une
fonction d’une variable v(k), paire, telle que :

Cov (X4, Xs) =C(t,s) =~(t—s)=~(k), Vk=-2,-1,0,1,2,3,..

Comme la plupart de series n’est observable qu'une seule fois, 'utilite du concept de dis-
tributions et covariances théoriques n’est pas evidente pour les applications. Par contre, on peut
toujours calculer des distributions et covariances empiriques, et sous 'hypothese de stationnairité,
les moyennes empiriques convergent vers les théoriques.

Théoreme 4.1 Pour un processus stationnaire, les covariances empiriques

n—Fk

(k) = (n = k)" ) (Xi — mp) (Xpgr — M)
t=1

estimées a partir de n observations convergent vers les covariances théoriques quand n — oo.
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D’ici I'importance du concept de stationarité, qui justifie '’estimation des modeles statistiques
observables une seule fois (le cas souvent dans les séries temprelles et la géostatistique!) : ceci est
faisable ssi on a la chance d’avoir a faire avec un processus stationnaire.

Remarques :

1. La plupart des séries ne sont pas stationnaires, mais on peut essayer quand-méme de se
ramener a ce cas par des transformations (logarithmes, Box-Cox, etc).

2. Pour un processus du second ordre, la stationnarité stricte implique la stationnarité au sens
large (a l'ordre 2). La réciproque est fausse. Une suite Y de v.a. indépendantes de méme
moyenne et méme variance est toujours stationnaire a ’ordre 2 ; mais si les Y,, n’ont pas tous
la méme loi, Y n’est pas stationnaire au sens strict.

3. (*) La stationnarité a 'ordre 2 est bien plus facile a étudier et vérifier que la stationnarité
stricte. Son importance pratique tient surtout aux problemes de prédiction ou de régression.
En effet, on se limite souvent & des critéres de moindres carrés pour avoir des estimateurs
calculables. Cela signifie alors utiliser des prédicteurs linéaires optimaux dont le calcul ne
fait pas intervenir dans sa totalité la structure probabiliste du processus X observé, mais
seulement la géométrie (angles et longueurs) de la suite (X}j) considérée comme suite de
vecteurs dans l'espace de Hilbert L2(€), P). Or, cette géométrie ne dépend que des moments
d’ordre 2 de X ; la notion naturelle de stationnarité est donc 'invariance de ces moments
d’ordre 2 par translation dans le temps.

5 Exemples des processus stationnaires

L’idealisation probabiliste de la proprieté que les résidus sont ”completement irreguliers”, ne
retennant aucune structure, est le ”bruit blanc” stationnaire.

Un deuxieme exemple important des processus stationnaires ”"non-blancs” sont les ” processus
linéaires” MA(oo) Y; = > 2 vie—;  avec € bruit blanc et leur cas particulier avec un nombre
fini des coefficients 1; nonnuls, les ”moyennes mobiles” MA(q).

Le troisitme exemple etudié seront les ”processus autorégresifs” AR(c0) ¢ = Y .7 m Y
avec ¢; bruit blanc et leur cas particulier avec un nombre fini des coefficients m; nonnuls, les processus
AR(p).

5.1 Le bruit blanc

L’exemple le plus simple de modele stochastique est le bruit blanc discret, la structure ”"revée”
des residus qui restent apres qu’on enléve la tendance/moyenne d’un processus.

Définition 5.1 Un processus €;,t € T, ot T est un ensemble denombrable quelconque, est appelé
bruit blanc stationnaire si les variables €, sont i.i.d. (indépendents et identiquement distribués)
a espérance Ee; = 0. Il sera appelé bruit blanc Gaussien si la distribution de chaque v.a. € est
Gaussiennes.

Un bruit blanc a la covariance

v(s,t) = E[eser) = 0,Vs # ¢ et donc le coefficient de corrélation (13)
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p(s,t) = 10 _ 55— (14)

05 Ot

ou 0(s — t) est le symbole du Kronecker).

Comme les tests d’indépendance et Gaussianité demandent beaucoup de données, qui ne sont
pas toujours disponibles, il faut faire parfois avec un ”ideale probabiliste moins structuré” : le ” bruit
blanc de second ordre” defini par les deux dernieres formules équivalentes (13), (14).

Définition 5.2 Un processus €;,t € N ou t € Z est appelé bruit blanc de second ordre s’ a la
moyenne 0, la variance constante Ee? = o2 et une covariance ¥(s,t) = Elese;] = 0,Vs # t (et donc
les coefficients de corrélation p(s,t) = (s —1t)).

Notes :

1. Le bruit blanc Gaussien est une structure probabiliste trés naturelle, car la distribution Gaus-
sienne posede plusieurs proprietés importantes, comme celle d’étre invariante par rapport aux
rotations, ce qui est evidemment une réquise pour un bruit aleatoire.

2. Le bruit blanc stationnaire est une idealisation du processus des residus de la regression
lineaire, qu’on aimerait ”independents”. Mais, comme l'independence est un concept proba-
biliste, et les residus sont le résultat determinist d’une regression apliqué a une serie observée
une seule fois, il est dificile de la verifier rigoureusemment. Parmi les tests possibles, men-
tionnont celui de ”turning points”, qui demande de verifier que la frequence de ces points est
environ 4/6, et le teste qui verifie si la somme des correlations empiriques est proche de 0. Si
ces deux testes sont positives, on sait au moins ”qu’on ne peut pas repousser I’hypothese de
I'independence”. Il y aussi des tests distributionels des résidus comme Fisher, Student, qui
testent la Gaussianité.

3. Quand les tests des données rejettent I’hypothese du bruit blanc, i.e. quand on a du bruit
correlé, la regression classique doit etre remplace par une analyse plus fine, appellee krigeage
en geostatistique.

5.2 Les moyennes mobiles MA(q) : ’exemple le plus simple de processus a
composantes dépendantes

Définition 5.3 Un processus Y; sera appelé linéaire en €; s’il peut étre répresenté dans la forme :

Y: = Z i€ avec 2%2 < o0 (15)

1=—00

ou € est un bruit blanc.

Evidemment, du point de vue pratique (pour la prédiction), on ne s’intéresse que dans le cas
—qui sera appelé causal- quand la représentation n’utilise pas ”le bruit du futur” :

Définition 5.4 Un processus linéaire Y; s’appelle causal s’il peut étre représenté dans la forme :

o0
Y= i€ (16)
i=0
ot € est un bruit blanc et Y 7 < oo
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Définition 5.5 On appelle processus MA(q) un processus lineaire Zy,t € 7, vérifiant une rélation :

q
Zy=> i, VtEL (17)
=0

ot € est un bruit blanc de variance o2 et 0y = 1.

La notation des polynémes de retard ramene (17) a la forme :

Théoreme 5.1 Un processus linéaire

Yi= Y tier

1=—00

ot Y ? < 0o est : a) bien defini dans Lo (i.e. VarY; < 00),
b) a variance constante stationnaire VarY; = 02y 20 1p?
¢) a autocovariance donnée par :

Yt t+k) =07 Y dithigs < o0 (18)

1=—00

d) stationnaire a ordre deuz.

Démonstration : a) En considerant Var(Y}), on voit que la condition est nécessaire et suffisante
pour convergence. b),c),d) En suite, on voit qu’elle suffit pour la stationnarité, car elle assure que
Cov(Yy, Yiik) est bien définie par I'inégalité de Cauchy-Schwartz (qui est equivalente a | pi [< 1)
et ne depend pas de t.

Exercice 5.1 1. Calculer la fonction d’autocovariance (k) d’un processus MA(1).

2. Calculer la fonction de covariance y(k) d’un processus MA(q)

Le fait que les fonctions de covariance et corrélation «(k), respectivement p(k) d’un processus
MA(q) s’annulent pour k > g permet de reconnaitre des series qui peuvent étre modelisées comme
MA(q). Plus précisement, pour accepter ’hypothése quune serie est MA(q) pour un ¢ donné, on
verifie que toutes les corrélations pour k > ¢ satisfont

on (k)] < za0q

2 1+2(p(1)? +5(2)* + ... + p(0)?)

9q

n

(formule de Bartlett) et z,, la "fractile” d’ordre « de la distribution Gaussienne, depend du niveau
de confiance « desiré (par exemple, z95 = 2). Donc, si toutes les corrélations pour k > ¢ sont a
I'interieur de cette bande de confiance, on accepte ’hypotheése que la serie est MA(q).
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5.3 Les modeéles autorégressifs AR(p) : des processus faciles de prédire

La prédiction d’une série est particulierement simple quand elle peut étre ”bien approximée”
par un modele autorégressif paramétrique :

}/t = f(}/t—17Yt—27 ) + € (19)

Dans ce cas il s’avere typiquement que la formule de prévision ponctuelle pour Y; un pas en
avant est simplement :

Y = f(Yio1,Yi0,...)
Nous allons considérer ici surtout des modeles autorégressifs linéaires (ou f est une fonction
lineaire) AR(p) :

Définition 5.6 Un processus stationnaire Yy, t € 7 sera appellé processus autorégressif li-
neaire d’ordre p : AR(p) s’il existe un bruit blanc €; et des réels p;,i = 1,...,p tels qu’une
relation de récurrence :

p
Y= Z piYi—i + €,V €L (20)
i=1
est vérifiée.

La notation des polynémes de retard ramene (20) a la forme :

e(B)Y,=¢€¢ oug(B)=1- Z(piBi

Définition 5.7 Le polynéme
P
p(B)=1-Y @B’
i=1

sera appellé polynéme charactéristique, ou symbodle du modéle (20).

Rq : Les processus autorégressifs sont définis par une équation, qui a priori, peut ne pas avoir
b )
des solutions; comme ”solution” de ’équation (20) nous aimerions avoir une répresentation du
)
processus Y; par rapport au processus €;.

Exercice 5.2 processus AR(1). a) Montrez que [’équation :
YVi=o¢Yi1+e& (21)

a une solution stationnaire unique causale (qui depend seulement du bruit présent et passé)
si:|o|<l.

Indication : Calculer la solution de (21) par des substitutions répetées, ou en utilisant le calcul
operationel de Heaviside (Arbogast), en posant Y; = (1 — ¢B) te;, et en developpant la fraction
comme une série de puissances en B. En suite, montrez que la serie est convergente dans le sense
Lo,, et calculez les covariances, pour verifier la stationnarité.

b) Montrez que l’équation : (21) a une solution stationnaire unique, qui depend seulement du
bruit futur si : | ¢ |> 1.

21



Remarque 5.1 Dans le cas | ¢ |=1, les solution de I’équation : (21) (appellée marches aléatoires)
ne peuvent pas étre stationnaires. Par contre, les increments Y; — Y; | = € sont stationnaires;
cette situation plus compliquée sera analysé dans le chapitre sur les processus ARIMA (p,d,q).

En conclusion
Théoréme 5.2 Le processus (de Markov) AR(1) Y = ¢Y;—1 + € a une représentation causale ssi
lp| # 1 et cette représentation est causale ssi || < 1. Aussi
1. pour | ¢ |< 1, on vérifie que € est un bruit d’innovation, i.e. Ele;Y;_] = 0,Vk > 1.

2. pour | ¢ |> 1, Uéquation : (21) a une solution stationnaire unique, qui depend seulement du
bruit futur, et ¢; n’est pas un bruit d’innovation.

6 Fonctions de transfert et applications

6.1 Causalité des modeles AR(p)

Nous venons de voir qu’il y a des problémes (manque de solutions stationnaires et non-
causalité) avec le modele AR(1) quand la racine A = ¢~ ! de son polynoéme p(z) = 1 — ¢ z
n’est pas a Uextérieur du cercle unitaire ¥ .

On a la méme situation de pour tous les modeles AR(p)

Théoréme 6.1 a) Un processus AR(p) est causal, i.e. il peut étre représenté sous la forme :
Y = Y20 ier—; ot Y 92 < 0o ssi toutes les racines de son polyndme chractéristique p(z) sont a
Uextérieur du cercle unitaire. Les coefficients 1; sont dans ce cas les coefficients de la série Taylor

_ 1
de v(2) = 535
Définition 6.1 La fonction 1(z) = (P(lz) intervenant dans la representation

Y =4(D)e
est appellée fonction de transfert du modele AR (p).

Remarque 6.1 La fonction de transfert permet de representer le modéle AR (p) comme un modéle

MA(c0).

Nous pouvons calculer les coefficients de la fonction de transfert par plusieures méthodes. La
premiere est l'identification des coeflicients dans

P(2)p(z) =1

(utilisée aussi dans les approximations de Padé, etc...).

En appliquant cette méthode, on decouvre une ”récurrence fondamentale” a 1’étude des pro-
cessus ARMA.

§. Ce probleme est lié & ’existence des plusieurs développement possibles pour la fonction np(z)*l =

1—zp :
1 oo
= Z ©" 2" si|A > 1, & lintérieur du cercle |z| < )\, mais
1= zp n=0
1 —1
g Z " 2" st |A| < 1, a Pextérieur du cercle unitaire, |z] > A
n=—oo
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6.2 La récurrence de Yule-Walker pour les coefficients de la fonction de trans-
fert

Exercice 6.1 Soit > .7, ;2" le developpement limité autour de O de W.

1. Montrez que les coefficients 1; satisfont les équations Yule- Walker

P(0) = 1, (1) =¢1(ourp(-1)=0)
Vi = Gr1i—1+ ¢ahi_o = @(B); =0, i>2

2. Donnez les formules explicites de v;,1 =0,1,...,3.
Sol : {1,6(1),¢(1)* + 6(2), o(1)* + 2¢(2)¢(1) } .

3. Généraliser au developpement limité autour de 0 de L

l—p1z—p22%—...op2P

Sol : Les solutions explicites se compliquent, mais la récurrence

SO(B)% = 07 [ > D, wO = 17¢—1 = 07 "'7¢—p+1 =0 (22)

reste vraze.

Remarque 6.2 Il suit que si un processus AR(p) Yy = ¢1Yi—1+p2Yi_o+...4€ a une représentation
stationnaire causale

o0
Y=Y tiers,
i=0

(ce qui est le cas si le polynome charactéristique o(z) = (1 —A12)(1 — X22)...(1 — A\p2) a ses racines
)\1_1, ...,)\;1 dehors le cercle unitaire, ou si le polynéme dual \Po(A~1) a ses racines \; dedans le
cercle unitaire), alors les coefficients 1; satisfont la récurrence Yule-Walker (22).

Exercice 6.2 Montrez que les coefficients ¥ = Ay NS4+ A \5 d’un processus AR(2) avec des racines
distinctes sont donné par

)\k’-i-l o Ak-‘rl
ol = M2
Al — Ag

Vérifier que dans le cas causal, >, 97 < oo.

Exercice 6.3 (*) Trouvez les solutions stationnaires des processus AR(2) avec au moins une des
racines A1, A2 strictement dedans le cercle unitaire || < 1.

6.3 Inversibilité des processus MA(q)

Définition 6.2 Une représentation causale

oo
Y, = Z Vi€t—i
i=0

d’un processus stationaire Y; s’appelle inversible si on peut aussi représenter le bruit par une
représentation causale :

23



o0
€ = Zﬂz‘YLi (23)
=0

ot Y72 < 00

Exemple 6.1 Le processus MA(1) Y, = €, + Oe;_1 est inversible ssi |0 < 1|. En effet, comme dans
la resolution de la récurrence AR(1), on voit que :

=Y, —0Yi 1+ ...(=0)7Y + (—0) e

Pour 0 < 1, ¢a converge vers Y oo m;Yi—i, ot m; = (—0)".

Exercice 6.4 On considére le processus aléatoire MA(2) suivant :

1 1
X = ¢ — 31 + 2= 45 + ¢

ou ¢ est BB(0,0% =1).
1. Calculer la variance de X;, 0> = EX;, et les covariances.

2. Proposer une representation autoregressive de ce processus. Est-ce qu’elle est causale est
convergente ¢

Théoréme 6.2 Un processus MA(q) avec les racines du polynéme charactéristique 0(z) a l'extérieur

du cercle unitaire est inversible, i.e. le bruit peut étre représenté sous la forme : €; = Z?io i Yi_i ou

> |mi| < oo. Les coefficients m; sont dans ce cas les coefficients de la série Taylor de m(z) = 9(12) 2

Remarque 6.3 Donc, ¢; apartient a l’éspace linéaire engendré par le passé du signal observé
€ € sp{Y%—hZ. =0,1, }
et les espaces engendrés par {Y;—;,i =0,1,...} et {e—;,i =0,1,...} coincident.
6.4 Equations de Yule-Walker pour les covariances/corrélations des modéeles
autorégressifs AR(p)

Le corrélogramme des processus autorégressifs AR(p) n’est pas aussi facile a calculer que celle
des processus MA(q).

Théoréme 6.3 Les covariances et les corrélations d’un processus AR(p) sont liées aux coefficients
» = (p1,...,pp) par les équations de Yule- Walker.

2. La démonstration est basée sur un theoréme concernant le developpement en série des puissances des inverses
des polynomes complexes —voir la prochaine section— et finalement sur le fait que ’ensemble des filtres est isomorphe a
Pensemble des fonctions complexes ¥(z), 'isomorphism étant ”la transformée z” des suites. Cet isomorhisme explique
quelques manipulations formelles avec les filtres (mais pas celles liés & Uinversion).
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1. Pour les covariances, en multipliant la formule autoregressive de Yiy par Y; et en prenant
[’ésperance, on obtient :

p
Vg = Z OiVh—i pour k > 1 (24)
i=1

p p
Yo = Z i + EYie = Z i +o*  pourk=0
i=1 i=1

2. Pour les corrélations, on remarque d’abord, en divisant par o, qu’elles satisfont aussi la
récurrence (24) :

P
Pk = Z DiPk—i pour k > 1 (25)
i=1

Alors, il suffit de déterminer les premiéres p corrélations, ce qu’on fait en appliquant la
récurrence (25) pour k =1,...,p, en tenant compte aussi de la symmetrie de pi. En géneral,
pour le processus AR(p) on arrive ainsi au systéme Yule-Walker pour les premiéres p

corrélations p = (p(1), ..., p(p)) :
R, ¢—p (26)

ot R, est la matrice Toeplitz symmetrique :

plp—1) p(p—2) .. 1
Les équations (26) (un cas particulier d’”équations normales” de la régression) permettent
de calculer les coefficients @ a partir des corrélations et viceversa (on calcule d’abord les

premieres p corrélations; en suite, on trouve aussi les autres corrélations en wutilisant la
récurrence).

Remarque 6.4 En prenant vy comme facteur commun dans la deuziéeme equation en (24), on
trouve yo en fonction des corrélations p; :

0.2

1= ini]

Ca permet en suite d’obtenir les autres covariances, en partant des corrélations.

Yo

Dem : b) Comencons par le cas p = 2. Les premieres deux équations pour k£ = 1,2 sont

p1 =1+ pap_1 =1+ Y201
P2 = Y1p1 + V2

et la premiere donne p; = lf}”. Pour trouver les ¢; a partir de p;, on écrit le systéeme comme :

w1+ w201 = p1 (1 p1> <<P1> _ <p1>
©Y1p1 + Y2 = p2 pr 1 ©2 02
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Considerons le cas p = 3. Les premieres trois équations pour k = 1,2, 3 sont

p1+ p2p1 + w3p2 = p1 1 p1 po 01 p1
po1prtp2t+w3pr=p2 <= |[p1 1 m w2 | = | p2
P1p2 + Pap1 + 3 = p3 P2 1/ \ps p3

et on voit que la structure Toeplitz precisée dans le théoreme est correcte.

Remarque 6.5 Les matrices de corrélations R, sont positive définies et jouent un réle fondamen-
tal dans estimation des modéles AR (p) et ARMA(p,q).

Finalement, il est interessant de comparer trois solutions possibles pour obtenir les corrélations :
1. en resolvant le system et récurrence de Yule-Walker
2. par le developpement limité de la fonction génératrice f(z)

3. en représentant d’abord le processus AR(p) comme un processus M A(co), par le develop-
pement limité ¢(z) = 1/¢(z), et en utilisant en suite la formule (18) du corrélogramme des
processus M A(o0).

Exercice 6.5 Calculer le corrélogramme de AR(1) avec o2 =1 par :
1. les équations Yule- Walker
2. par le developpement limité de la fonction génératrice f(z)
3. la représentation MA(c0).
Tracez la corrélogramme {py} pour
(a) p=0.5, (b) p=0, and (c) p =—0.5.
R : 1. Les équations Yule-Walker sont :

n

pn=¢pp—1,n =2 1= pp =
et v = —17102.
2. Decomposant en fractions simples :

z 1 1 e 1 1 p 1
(1—p2)(z—¢) 71—g02(1—zg0+z—g0)7 1—g02(1—zg0+zl—g0/z

T ) DR RE) D R ) SRR S
D0 % =0 l—¢ k=0 k=1

f(z) = )

Théoréme 6.4 Formule générale des corrélations pour AR(2) : Pour le processus AR(2)
Yi=mYi1 + Yo+ &

le systéme de Yule-Walker (26) donne :

2
1
p1 = L4 ) 022@24—1%
— P2

_1—<P2

= p2 + p11 = Y2 + P11

(ce qui implique la réstriction p% < M)
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1. Si les racines A\, A de 0 = A2 — p1 X\ — ¢ = N2p(A™1) (qui sont dédans le cercle unitaire, par
la causalité) sont distinctes, on obtient

PL=A2 \p | AL PL
= A Ay = _ o, k>1
s v wis e v Wi P1Yk—1 + p2tp—2, k >
Finalement, en utilisant o1 = A\ + 2,09 = —A1 A2, on arrive a

(1= XA — (1= AP
(/\1 — )\2)(1 + )\1/\2)

Pr = , k> 0.

termes de racines seulement.

2. Dans le cas de racines confondues \; = A, on obtient :

k 1 7 )\ ’ '

Vérifiez si les procesus AR(2) :

a) Yy =—0.5Y;_1+0.14Y, o + € et

b) Y, = —0.6Yi_2 + € sont stationnaires causals. Montrez, en partant directement du systéme
de Yule-Walker que leur corrélogrammes sont :

a) pr = 195(0.2)F + 132(—0.7)", k=0,1,2,.... et

b) pr. = 3i*(0.6)F/2{1 + (—1)¥} = (0.6)*/2 cos(kr /2), k=0,1,2,...

Exercice 6.7 Tracez les corrélogrammmes pour les processus AR(2) avec :
(i) o1 = 0.2, w2 = 0.35 et (i) 1 = —0.8, w2 = —0.16

7 Controle continu d’entrainement

1. Trouvez les coefficients 1); de la répresentation comme processus M A(co) du processus AR(2)
définie par :
Vi -3V — Y o=¢
Est-ce que le processus est causal ?

2. Déterminer un filtre (une moyenne mobile) causal §(B) = Y7 6;B* d’ordre ¢ minimal,
qui laisse passer une tendance quadratique sans distortion et qui enleve les composantes
saisonnieres d’ordre 3.

3. Soit X; = Zf:o f;e;—; un processus moyenne mobile, utilisé pour lisser un bruit blanc ¢; =
BB(0,0% =1).
a) Quelle est la variance de X; 7

b) Trouvez le filtre (i.e. les coefficients (6o, ..., 0;)) qui rameénent & un processus X; a variance
minimale, parmi toutes les moyennes mobiles d’ordre k qui laissent passer une tendance
constante sans distortion.

4. On considere le processus aléatoire suivant :

Xt —.2 Xt—l —.35 Xt_g =45 + €t
ou & est BB(0,0% = 1).
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(a) Calculer I’éspérance de X;, m = EXy, en supposant que le processus est stationnaire.
(b) Quelle est I’équation de récurrence satisfaite par le processus Y; = Xy —m?

(c) Est-ce que notre processus Y; est stationnaire causal ? Si oui, donner les coefficients )y,
de sa réprésentation causale Y; = >, p€r_p.

(d) Donner les previsions X (k), en fonctions des racines A; du polynome dual de Y; (definies
par ¢(B) = (1 — A1 B)(1 — X\2B)).

(e) Donner les équations de Yule-Walker pour les autocorrélations du processus Y;, calculer
les 3 premieres autocorrélations, ainsi que la variance.

(f) (*) Calculer les 3 premieres autocorrélations partielles.

Solutions :

1.

4.

1 3 3 1
Y = (HHF = (—)FH
Oui, le processus est causal, car les racines duales A\ =, A\ = sont dedans le cercle unitaire
Al < 1.

. En demandant que (B) = %(ao + a1 B + az B?) satisfait 0(1) = 1,6'(1) = 0,0"(1) = 0,

on trouve : §(B) =1/9(8 — 7B +2B?)(1+ B + B?) =8/9+ B/9+ B%/3 —5B%/9 + 2B*/9.

.a) VarX; = .02 b) Elle est minimisé sous la contrainte Y ;0; = 1 par la moyenne

arithmétique a coefficients égaux.
(a) Ce processus AR(2) pas centré peut s’écrire (1—.2B—.35B%)X; = (1—-.7B)(1+.5B)X; =
45 + ¢; En prenant ésperance on trouve E(X;) = —32— = i—% = 100.
(b) Soit V; = X; — EX;. Alors Y; est un processus AR(2) centré satisfaisant (1 — .2B —
35B%)Y, = (1-.7B)(1+ .5B)X; = ¢
(¢) Pour un processus stationnaire causal (avec les racines du polynéme p(B) & 'extérieur
du disque unité), les coefficents (k) satisfont les ’équations de Yule Walker

Vi = ©1¥r—1 + Pav¥p—2,V—1 = 0,99 = 1.

Avec des racines duales distinctes A1, Ao, la solution est :

)\k-i-l o )\k-‘rl
Y(k) = i SR B
Al — Ag

(d) En resolvant la récurrence (31), ou par (33), on trouve ...

(e) La fonction d’autocovariance de Y; (qui est la méme que celle de X;) est obtenue de
Iéquation : E(Y; Yi_p) = 0.2E(Y;—1 Yi—n) + 0.35E(Y;—2 Y1) + E(e Yi—p), ce qui donne
I’équation Yule Walker

Pk = P1Pk—1 T P2Pk—2

Pour k£ = 1,2 on a le syteme de Yule Walker :

p1 = 0.2+ 0.35p1
p2 = 0.2p1 +0.35

La premiere équation donne p; = % = .31, et la seconde donne py = 0.2p; + .35 = .41.

Finalement, vy = ﬁ = 2.52.
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(f) (*) Les autocorrélations partielles p;,i = 1,2,3 se calculent & 'aide des déterminants
des matrices d’autocorrélations et sont .31,.35,~ 0. La troisieme autocorrélation est en
effet une erreur d’arrondissmenet, car le modele AR(p) a les autocorrelations partielles
sont nulles au dela du rang p.

8 Les modeles ARMA (p,q)

Définition 8.1 On appelle processus ARMA (p,q) un processus stationnaire Yy, t € Z vérifiant une
relation de récurrence :

P q
Y: = Z ©iYe i+ Z Oiet—i,Vt € Z (27)
i—1 =0

ot les p;, 0; sont des réels et ¢; est un bruit blanc de variance o2.

La notation des polynomes de retard ramene (27) a la forme :

¢(B)Y; = 0(B)e;
Nous verrons dessous que les processus ARMA (p,q) avec des polynémes charactéristiques
©(B),0(B) aracines dehors le circle unitaire ont deux autres représentations équivalentes :
1. MA(o0), de Y; en termes de ¢ (appelée aussi répresentation lineaire causale), et
2. AR(0), de ¢ en termes de Y; (appelée aussi répresentation inverse).

Ces répresentations peuvent etre obtenues par des inversions formelles de I’équation (27), suivies
par un dévelopment de la fraction correspondante dans une série des puissances :

9((?) €& = (Z VB )ey = Z@Z}iétm € = (g((g))yt - (Z mB)Y; = Z”in*"
¥ i=0 i=0 i=0 i=0

Par exemple, rappelons qu'un processus AR(1) a aussi une représentation causale MA(co) ssi
lo| < 1 (obtenue : a) en résolvant la récurrence ou b) par 'inversion formelle du polynéme ¢(B) =
1 — ¢ B). Donc, on a une représentation causale M A(co) (en termes du bruit passé) du processus
AR(1) ssi le polynéme charactéristique ¢(z) = 1 — ¢z a sa racine a 'extérieur du cercle unitaire
|z| < 1.

Y; =

Exemple 8.1 ARMA(1,1) Trouver la représentation AR(c0) (i.e. ¢ =y 1o miYs—i) du processus
ARMA(1)
i =€¢ + 01+ oY1

Sol : {1,—6(1) — ¢(1),6(1) + ¢(1)6(1), —6(1)? — $(1)8(1)?}
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8.1 Causalité et inversibilité des modeles ARMA (p,q)

Les problemes de non-causabilité et non-inversibilité des modeles ARMA (p,q) disparaissent
quand toutes les racines de p(z) et 6(z) sont a 'extérieur du cercle unitaire :

Théoréme 8.1 a) Un processus ARMA (p,q) avec toutes les racines du polynéme chractéristique
©(z) a Uextérieur du cercle unitaire est causal, i.e. il peut étre représenté sous la forme :Y; =
Yoo Wier—i ot Y Jihi| < 0o et donce Yy apartient au éspace lineaire engendré par le passé du bruit

Y: € sp{ei—i,i =0,1,...}

0(z)
©(z)
b) Un processus ARMA(p,q) avec les racines du polynome chractéristique 0(z) a extérieur

du cercle unitaire est inversible, i.e. le bruit peut étre représenté sous la forme : e = Y 0 mYi—;
ou Y |m| < oo et donc e apartient au éspace lineaire engendré par le passé du signal observé

Les coefficients 1b; sont dans ce cas les coefficients de la série Taylor de 1¥(z) =

e € sp{Y;_;,i=0,1,...}

Les coefficients m; sont dans ce cas les coefficients de la série Taylor de la fonction de transfert
(z) = “g((j))

Corollaire 8.1 Pour un processus ARMA (p,q) avec toutes les racines des polynémes chracteristiques
©(2),0(2) a Uextérieur du cercle unitaire, les éspaces lineaires engendrés par le bruit et le passé du
signal coincident :

sp{Yi—i,i =0,1,...} = sp{et—i,i =0,1,...}
et

]EYt erin = 0,Vk > 1\

Rémarque : Ce corollaire permetra un développement immediate d’une approche de prévision
(=régréssion) par projection dans I’éspace de Hilbert engendré par le passé.

En conclusion, comme du point de vue pratique les développements Laurent sont inacceptables
pour la prévision (parce-qu’elles impliquent les valeurs futures, imprévisibles du bruit), nous allons
considere désormais surtout les modeles ARMA(p,q) avec toutes les racines de ¢(z) et 0(z) a
I’extérieur du cercle unitaire, qui sont causales et inversibles, et on s’appuyera sur le corollaire
ci-dessus.

Exercice 8.1 ARMA(1,1)
1. Trouver la représentation M A(oco) d’un processus ARMA(1,1) causal

Yi = oYi1 + & + O

2. Trouver la représentation AR(oco) d’un processus invertible ARMA(1,1).
3. Soit Yy un processus ARMA(1,1) vérifiant I’équation Y; — 0.5Y;—1 = ¢, + 0.4de,—1 avec ¢ un
bruit blanc.

Précisez si le processus est stationnaire, causal et inversible, et calculez sa fonction d’autoco-
variance.
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4. Trouvez les coefficients 1; de sa répresentation comme processus M A(oo) et les coefficients 7
de sa répresentation comme processus AR(00) et precisez si ces répresentations sont conver-
gentes.

Mémes questions pour le processus ARM A(2,1) défini par :
Y; —0.7Y 1 +0.1Y; o = & + 2¢; 1

Rémarque : Dans le cas le plus simple avec les racines \; de 1’équation p(z) = 0 dis-

tinctes, on obtient facilement des formules generales pour les coefficients v, en comencant par un

développement en fractions simples 7(z) = “g((j) = ZKzﬁ ou \; sont les racines du 6(z) et

donc K; = _il(();i)). On arrive a : ¥, = f 1 /\nﬂ Des formules pareilles existent pour m,, et dans
le cas des racines non-distinctes.
Dans le (Ea)s des racines non-distinctes et complexes, il est preferable d’aborder le developpe-

ment Taylor o) = 1 (z) directement, en obtenant des équations de récurrence pour ¢y, & partir des
coefficients du developpement ¢(z) 1(z) = 6(z). Cette methode, est en effet applicable toujours :

L’exercice ci-dessus peut étre generalisé :

Théoréme 8.2 (*) a) Pour un procesus ARMA(p,q) p(B)Yr = 0(B)e: avec toutes les racines du
polynéome chractéristique p(z) a Uextérieur du cercle unitaire, les coefficients 1; = o 2EYie;_; de
la répresentation causale Yy = Y 1;e,—; satisfont la récurrence

©(B)y = 0 =

min(k,p]
Yo=1, Pp =0+ Z —i), 1<k<gq
min[k,p]
k=Y i)k —i)k>q
=1

— @(B)y(k) = 0(k)

Note : Cette derniére équation est une récurrence de Yule-Walker généralisé
1 =61+ 1

Ainsi Y2 =02+ @1(01 + 1) + 2

insi, 3 9
Y3 =03+ 03+ 20102 + 1 + (2 + ¢7)01 + 162

b) Pour un procesus ARMA(p,q) ¢(B)Yr = 0(B)e; avec toutes les racines du polynéme
chracteristique 0(z) a lextérieur du cercle unitaire, les coefficients m; de la répresentation inverse
er =y mYi—; satisfont la récurrence

min[k,q]
=1, m=—pr— ZO ), 1<k<p
min[k,q]
me=— Y O(i)w(k—1i),k>p
=1
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m = —¢(1) —0(1)
Ainsi, < o = —¢p(2) + 6
T3 =—¢(3) — 0
Dem : Formellement, il suffit de projeter les relations ¢(B)y(B) = 0(B),0(B)n(B) = ¢(B)
sur la composante k.

Note : Les répresentations inverse/causale permettent d’appliquer aux processus ARMA (p,q)
les methodes adaptés aux modeles AR (00)/MA(o0). En particulier, on a la formule de prediction

Xy =EB[Xi/Fa) =) mX; ;=
=1
(6(1) +0(1)Xe—1 + (¢(2) — 6(1)* = p(1)6(1) + 6(2)) X2 +
(6(3) + 6(1)% + ¢(1)8(1)? — 20(2)6(1) — $(2)8(1) — 6(2)d(1) + 6(3)) X¢—3 + ...

La formule est plus compliquée a lire, mais, finalement, pour un logiciel symbolique, pas plus
compliquée a deriver que son cas particulier AR(p)

Xi = d(1) X1+ 0(2) X2+ ¢(3) Xy_3 + ...

Théoréme 8.3 (*) La fonction génératrice des covariances f(z) = > re . 2" d’un processus
ARMA est

Pour z = €' 1 € R on obtient la transformée Fourier des correlations, aussi appeleée densité

spectrale. La densité spectrale est nonnegative, ce qui est equivalent au fait que les matrices Toeplitz
R des corrélations sont positives définies.

8.2 (*)L’inversion des series des puissances et des filtres ¢(B)

Le résultat suivant est utile pour l'inversion des modeles AR(p), et aussi des ARMA (p,q), qui
sont des processsus Y; satisfaisant des équations de la forme : ¢o(B)Y; = 0(B)e;.

1
1—p12—p222— . .op2zP

Théoreme 8.4 1. Soit 322, P2t le developpement limité autour de O de

Alors les coefficients 1; satisfont la récurrence Yule-Walker

Vi = 11+ Gohi o+ o Pphip, 2D
P(0) = 1, YP(-1)=..=9Y(-p+1)=0

2. Pour un polynome p(z) = [[1_1(1 — 2/X\;) qui a toutes ses racines \; & lextérieur du cercle

unitaire |z| < 1, ﬁ a un développement en série de Taylor

1 > .
o)~ 2 U
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qui est convergente o l'intérieur du cercle unitaire |z| = 1. Dans le cas le plus simple des
racines \; distinctes, on a

P
K;
n= Z Antl (28)
i=1 "
ou K; = —w,(lx\_). (Dans le cas des racines confondues, on a des formules similaires qui
utilisent dérivées de degré supérieur).
3. Pour un polynome ¢(z) = [[t_,(1 — z/X\i) qui a toutes ses racines \; d lintérieur du cercle

unitaire |z| <1, ﬁ a un développement en série de Laurent

1 —0o0
= 'l/} Zn
p(2) ,Z_:l !
qui est convergente a l'exterieur du cercle unitaire |z| = 1. Dans le cas le plus simple des

racines \; distinctes, on a
P
Yo =— Y KA (29)
i=1

ou K; = —ﬁ ¢) Dans le cas mixte avec racines a l'intérieur et aussi a 'extérieur du cercle
1
unitaire on a un mélange des formules ci-dessus.

Ce resultat justifie des manipulations formelles analogues qu’on fait avec des fonctions dans
I'operateur B 3.

8.3 La prévision linéaire des processus ARMA (p,q)
On se propose de donner au temps ¢ une prévision Xt(k:) de la valeur X, d’un processus.
Donc
1. t est le temps de prévision

2. k > 0 est I’écart de prévision

3. On peut approcher de maniére rigoureuse les manipulations formelles comme 'inversion du polynéme ¢(B)
par plusieurs démarches :

1. Les fonctions génératrices. Cette approche associe a chaque suite 1, avec n € N, —n € Noun € Z la
fonction 1/;(z) =, ¥nz". Dans le premier cas appellé série de puissances/Taylor, la série est convergente dans
I'intérieur d’un certain ”cercle de convergence”, dans le deuxieéme cas, la série est convergente dans ’exterieur
d’un certain ”cercle de divergence” et dans le troisieme cas, appellé série de Laurent, la série est convergente,
mais a des expressions differentes dans 'intérieur des ”anneaux de convergence” qui evitent les singularités.
Le role joué par la convergence dans les calculs n’est pas crucial; on peut utiliser parfois méme des séries
divergentes partout, en les définissant commes objets isomorphes & un certain anneau algebrique.

2. Les matrices Toeplitz. On s’apergoit que les operateurs sur les suites correspondant & des polynémes en
B sont representé par des matrices Toeplitz; on peut démontrer que il y a un isomorphisme entre I’anneau
des matrices Toeplitz est celui des fonctions génératrices. Cet isomorphisme explique 1’équivalence des deux
approches. Formellement, la conclusion est que 'operateur B doit-étre traité commme le scalaire z = 1 (qui est
sa valeur propre), et donc "’expansion correcte” pour les inversions ﬁ en série des puissances dépendront

du positionnement du point z = 1 par rapport aux racines.
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3. t+ k est le temps a predire.
4. X,;(k) est la prévision
5. ei(k) = Xy, — X, (k) seront les erreurs de prévision.

Comme les processus ARMA(p,q) satisfont des contraintes lineaire, il est naturel de chercher
une prévision linéaire X, (k) par une combinaison linéaire de valeurs passées ou du bruit blanc,
a variance minimale, c’est a dire,

A~

Xi(k) = > mu()X;i ou
=0

Xi(k) = ) apli)erik=1,2...
=0

Théoréme 8.5 La prévision linéaire a variance minimale des processus ARMA (p,q) avec du bruit
blanc Gaussien coincide avec l’espérance  conditionelle

Xi(k) = E[Xy 11| ]
ot Ft = {Xt,Xt_l, ...,X(),X_l, }

Donc, nous allons pouvoir profiter du fait que 'operateur d’éspérance conditionnelle Xt(k:) =X (t+
k|t) = E[Xy1k| Fi] (toutes ces notations sont rencontrées dans la literature) est lineaire.

Toutes les trois réprésentations AR(c0), M A(oo) et ARM A(p, q) nous aideront dans la prévision,
notamment la premiere.

Définition 8.2 Si un processus Y: défini par une autorégression (19) Yy = f(Yi—1,Yi—2,...) + €& est tel que la différence
et =Y: — f(Yi—1,Yi—2,...) =Y; — Vi est independente du passé Fy_q1 = (Ye—1,Yr—2,...), il sera appellée bruit d’innovation
(par rapport au passé).

Dans ce cas,

]E[Etl[)/t—lvi/t—QW”] =0 (30)
et er est noncorrelé avec Yi—1,Yi—2,....

Rq : On montre facilement que pour un bruit d’innovation, les innovations €; satisfont aussi Ee; = 0 et Eerer_p = 0,
pour k # 0. Donc, les innovations constituent un bruit blanc de deuxiéme ordre.

Le bruit blanc d’une équation autorégressive causale a la proprieté tres convenable de coincider avec I'erreur de prédiction
par rapport au passé Y; — YVi=Y; — E[Y:/Yi—1,Yi—2,..] :

Un resultat fondamental assure que le bruit d’un modele (20) est d’innovation ssi le modele est causal, et ssi le polynéme
characteristique a seulement des racines plus grandes en valeur absolue que 1. Dans ce cas, on a :

P
Yijeo1 = EVil{Yio1,Yio2, ..} = f(Yio1,Yic2, ) = > @iVii
i=1
et donc la prédiction devient trés aisée, car on applique simplement la relation d’autorégréssion, en oubliant le bruit.

8.4 Prévision des processus AR(p) par la récurrence de Yule-Walker

Nous considerons maintenant plus en detail la prévision des processus stationnaires dans la
forme AR(p). La methode sera ”d’appliquer 'operateur chapeau” dans I’équation lineaire définissant
le modele.
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Théoréme 8.6 Pour un modéle AR(p)
gO(B)Xt = €t

tel que le symbole p(z) ne s’annule pas dans le cercle unitaire, le bruit €, est un bruit d’innovation,
i.e. Elesyr|Ft] =0 si k >0, et les previsions satisfont la récurrence Yule-Walker :

p
X (k) = E[ X /{ X, Xi—1, ...} = ZgoiXt(k —1), X¢(k) = Xyqk, si k€{0,-1,-2,...}| (31)
i=1

En particulier,
. p A P
Xt(l) = E[Xt+1/{Xt,Xt_1, }] = Z SDZXt(l — Z) = Z%‘Xt—i
i=1 i=1

Démonstration immédiate, par la causalité et donc 'independence de €1 de F;.

Exemple 8.2 La prévision linéaire X((k) pour un processus AR(1) a moyenne O satisfait la rec-

cursion Yule Walker
Xt(l{?) = QDXt(kJ — 1), Xt(O) = Xt,

étant donc simplement
Xy (k) = Xpo"

Pour un processus AR(1) a moyenne connue u elle est
Xi(k) = p = (Xi — )" = Xo(k) = p+ (X — )"

Théoréme 8.7 Soit
gO(B)Xt = (1 — )\1B)(1 — )\QB)Xt = €

un processus AR(2), avec A\1 # Ay étant les inverses des racines de ¢(z) = 0. Montrez que les
prévisions Boz-Jenkins Xi(k) au temps t sont de la forme :

. . >\k+1 _ )\k)+1 ()\k _ )\k’)
Xi(k) = A1(0)A\] + Aa(t) A5 = 22 X, M2, (32)
AL — A2 A1 — A2
o1 encore
| Xy (k) = ¥rXs = Mo 1 X; 1,k =0,1,...] (33)

Démonstration : Les prévisions Xt(k') satisfont la récurrence Yule Walker :
Xy(k) = o1 X (k = 1) = 2 Xy (k — 2) = Xy(k) — (A1 + A2) Xo(k — 1) + M1 Mo Xy(k—2) =0, (34)

et donc K ) R
Xi(k) = g1 Xe(k — 1) + p2 Xo(k - 2),

avec valeurs initiales X;(0) = Xy, X;(—1) = X;_;.
La solution générale d’une récurrence d’ordre 2 ¥(k) = p19(k — 1) + p210(k — 2), pour valeurs
initiales arbitraires 1(0) = xg, ¥ (1) = 21 est :
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1. avec des racines distinctes A1, Ao :

MNE (kA — AR
A A (A 2
vik) Mt YDV

2. avec des racines confondues \; = Ay = A :
Y(k) = zo\F + (21 — Azg)kAF!

Aussi, en termes des valeurs initiales ¢(0) = xo, ¢ (—1) = z_1, la solution quand \; # Az est :

_ AT A AT =2 ) . .
VY = %0 — o x_1, d’ott le résultat.

Remarque 8.1 Dans le cas causal, \; < 1, et donc la prévision eventuelle

lim X;(k) =0

k—o0
est toujours 0.
11 est facile d’étendre cette approche pour tous les processus autorégressifs AR(p) a ordre p

fini, et d’obtenir des formules explicites de prévision en termes de racines de 1’équation ¢(z) = 1,
ou des dernieres valeurs observées X, X;_1,..., X3_p11.

Théoréme 8.8 La fonction génératrice X (z) :== Y ° 2* X, (k) des previsions d’un processus AR(p)
est

o Xt =+ 2(902th1 + ngXt,Q + ) + 22(g03Xt,1 + (p4Xt,2 + ) + ...Zp_lgopXt,1

- 1—(2)

Exemple 8.3 Obtenir les predictions X;(k) pour le AR(2)
(1—.2B—.35B) X, = (1 -.7B)(1+ .5B)X; = ¢

X(z)

Sol : on a
Xt(l) = ;1 Xy + <p2Xt_1,Xt(2) = (0¥ + 02)Xi + P192X4_1,.... et en général is s’agit des
coefficients du developpement limité du théoreme 8.7
Xt + zp2 X1
1—¢(z)

On peut aussi resoudre les équations YW, ou utiliser la formule (33).

= Xt + Z((plXt + QOQXt_l) + 22((4,0% + (,02)Xt + §01§02Xt_1) + ...

9 Les modéles ARIMA (p,d,q)

Définition 9.1 On appelle processus ARIMA (p,d,q) un processus non stationnaire X; pour
le quel le processus différencié d’ordre d, Y; = (1 — B)¥X;,t € Z est stationnaire, et vérifie une
relation de récurrence ARMA (p,q) :

P q
Yo=Y ¢iYiit ) bVt el (35)
i=1 1=0
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ot les p;, 0; sont des réels et ¢; est un bruit blanc de variance o2.

La notation des polynomes de retard rameéne (35) a la forme :

o(B)(1 - B)dXt = @(B)Y; = 0(B)e; |,

ot ¢(B),0(B) sont des polynomes relativement primes dans l'opérateur de retard B a ordres p,q
avec coefficient libre 1, et avec racines dehors le cercle unitaire.

Formellement, il s’agit des processus ARMA ayant aussi la racine 1, et nous verrons qu’en
effet, la prevision des processus ARIMA(p,d,q) est donné par les mémes formules que celle des
processus stationnaires ARMA (p,q).

9.1 Prévision linéaire des modeles autorégressifs ARIMA (p,d,0)

Les deux methodes principales pour I'estimation des parametres sont la methode des moments
et la maximisation de la vraissemblance. La premiere methode s’appui sur les formules théoriques
des moments, en 'occurrence les corrélations.

Exemple 9.1 La prévision linéaire X¢(k) pour le processus ARIMA(0,1,0) a moyenne ¢ satisfait
la reccursion Yule Walker

Xi(k) = Xy(k - 1)

et est donc constante
Xi(k) =X,

(c’est un cas particulier de la formule dans lexercice sur la prévision AR(1)).

Exemple 9.2 Déduisez la formule de prévision Boz-Jenkins pour un processus ARIMA(1,1,0)
Calculez la limite limy_,o0 X¢(k) pour un processus ARIMA(1,1,0)

En conclusion, nous voyons que le ”type” de la fonction de prévision X;(k) dans le cas des
bruits independents (sans partie MA) est determiné complétement par la fonction ¢(z), et on vera
que ga reste vrai pour les processus ARIMA((p,d,q), pour k > q.

Proposition 9.1 La fonction de prévision ”eventuelle” de Box-Jenkins pour les processus ARIMA (p,d,q)
est un élément de lespace lineaire des solutions de la reccursion ¢(B)X¢(k), pour k > q.

Par exemple, pour les processus ARIMA(0,d,q) la fonction de prévision ”eventuelle” est un
polynome d’ordre d — 1.

Exemple 9.3 On considére un processus {Xi} pour lequel la série différencié deux fois est un
bruit blanc, c’est a dire {X;} est un processus ARIMA(0,2,0). Montrez que la fonction de prévision
Box-Jenkins est donnée par

X (k) =X + k(X — X4—1), k>0.
donc les prévisions se trouvent sur la droite qui passe par les deux derniéres points.

Définition 9.2 Les derniéres p + d valeurs (Xt(q), Xi(g—1),... Xi(¢g—d—p+ 1)) qui précédent
Xi(q) (donc avant le point ot la reccursion de Yule Waker devient valable) s’apellent les valeurs
pivots.
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Il suit clairement que :

Proposition 9.2 La prévision "eventuelle” de Box-Jenkins pour les processus ARIMA (p,d,q) est
la fonction dans l'espace lineaire des solutions de la reccursion p(B)X(k) qui passe par les valeurs
prvots.

Corollaire 9.1 La prévision linéaire X(k) pour le processus ARIMA(0,d,0) est donnée par le
polynome d’ordre d — 1 qui passe par les d derniéres points.
9.2 Prévision des modeles a bruit moyenne mobile MA (1)
Pour la prévision linéaire Xt(k) des processus MA(q), I'idée est de convertir a la réprésentation
autoregressive AR(c0) ¢ = X; + > ;o miX¢—i, qui nous fourni une formule explicite :
X(t]t —1) Zth i = (1—7(B)X;

Exemple 9.4 Pour le processus MA(1), on verifie facilement que X;(k) = 0 pour k = 2,3, ...,
(pour une généralisation, voir le théoreme 10.3). Pour k =1, la définition :

Xit1 = €41 + 0
donne :

Xt(l) = 96t

Pour se debarasser de €, on peut utiliser

€ = Xy — Oep 1,
qui rameéne a la répresentation :
t—1 00
€ = Z(_l)zez—HXt_i _ (_9)1&—0-1 _ Z ert =X+ Z ert ;
=0 i= 1=t

Done, Xip1 = €11+ 2 oq (1)1 X1 et
o0

X(1) =X =) (-0 X
i=0
Xi(k)=0,k=2,3,...
Il est naturel de supposer que linformation est finie, i.e. Fy = {Xy, Xy—1,..., X1}. La formule
dans ce cas, obtenue par reccursion, est :

t—1

X =E[Xpn|F] =Y (-1)'0 X — (—0)" e
=0

Comme eq n'est pas connue, en pratique on utilise : X¢(1) = S t_(=1)"0"+1X, ;. Si 6 <1 ett est
large, la différence sera negligeable.

Donc, cet example montre deja qu'une éstimation du ”bruit inobservable” ¢, ..., €1, €q, ... est
incontournable pour les modeles ARMA avec g > 1.
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9.3 Prévision des processus ARMA (p,1)

Exercice 9.1 On considére le processus ARMA(1,1) a moyenne 0 (1 —¢B)Y; = (14+6B)e: ou
-I<p<l
et -1 <6 <1.

1. Montrez que la fonction de prévision Box-Jenkins est donnée par Yi(k) = Yy(1)pF~1 k > 1,
et que

Yi(1) = @Y +0¢

(p+0)Y; —0Y; 1(1)
= (p+O){Yi—0Y, 1 +6°Y, 5 +...}

2. On utilise ce modéle pour ajuster une série et on obtient comme estimations des parametres
0 =0.8,0=0.3 et c=". Les diz dernieres valeurs disponibles sont :
t: 51 52 53 o4 55 56 57 58 59 60
ye: 2.98 4.10 6.10 9.36 8.57 882 7.31 719 2.36 0.40

Donnez les prévisions des trois valeurs suivantes de la série. Quelle parmi les trois formules
pour Yi(1) ci-dessu parait la plus convenable a appliquer ¢

Exercice 9.2 Est-ce que les résultats ci-desus restent vrais si ¢ = 1, donc pour le processus

ARIMA(0,1,1) (appelé aussi IMA(1,1)), défini par :

(1-B)Y; = (1+6B)¢?

S1 0 < 1, les coefficients de la répresentation du bruit sont :

=140 (-0 i>1,

(a vérifier).
1. Montrez qu’on peut le répresenter :
t—1
Yi=e+(1 —&-G)Zq,k—i-@eo
k=1

2. Montrez que Yy = (1+0)Y; —0Y,;_4 .

Note : La derniere formule est appellée lissage exponentiel, au moins quand 6 € (—1,0) et donc
a=1+0¢€(0,1). La formule donne une moyenne ponderée : Y; = a¥; + (1 —a)Y ;4

a s’appelle constante de lissage.

Rémarques : 1) Plus « est petit, plus la nouvelle série est lisse et les valeurs passées ont
un plus grand poids dans la prévision. Quand o est proche de 1 les valeurs les plus récentes ont le
potds le plus important.

2) On peux voir la prévision Boz-Jenkins comme une généralisation du lissage exponentiel, en
utilisant des parameétres estimés a partir des données (au-lieu de ad-hoc).
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9.4 Prévision des processus ARIMA (p,d,q)

En conclusion, pour la prévision linéaire Xt(k) des processus ARIMA (p,d,q), on aura toujours
besoin d’une estimation de €;_1,€;_o,..., ou au moins de €_1,€_o,..., i.e. du ”bruit inobservable
passé” du modele. On peut aussi recourir a la répresentation AR(o0), dans quel cas on aura besoin
de X_1, X _o,..., qui sont aussi inobservables. En plus, le resultat final demandra une approximation
des valeurs precedant le debut d’observations 0; I’approximation la plus simple dans ’absence des
moyennes est ¢ = Y = 0 pour k < 0.

Théoréme 9.1 Dans le cas d’un modele ARIMA (p,d,q), la meilleure prévision lineaire au temps

t est: .
k—i)+ > Oiérin
i=k

ot les @; sont les coefficients du polynome o(B)(1 — B)? (dans le cas d’un modéle ARMA(p,q)
Gi = i) A

Pour k > q, cette formule est exactement la récurrence homogéne Yule- Walker p(B)X:(k) =,
et donc la prévision sera donnée par la solution de cette équation qui passe par les p + d points
prvots.

Les inconnues €;—;,1 > 0 peuvent étre enlevés en utilisant la répresentation inverse "m” du
bruit en fonction de la série, ou en utilisant & = Y; — f/t_l(l) (les derniéres se calculent recursive-
ment). Une estimation arbitraire de €y, e_1, ... sera necessaire.

Xi(k) = E[X¢ k| ] =

-M'ﬁ
;Gz

=1

9.5 Exercices : TD 2

1. Calculer la fonction d’autocovariance du processus a valeurs en R? :

V. — agEp + A1En—1
" bien—1 + bagp—2

ol €, est un bruit blanc standard.

2. Restrictions sur les valeurs des coefficients d’autocorrélation pour les processus M A.

Trouvez, pour le processus M A(1), les valeurs maximales et minimales de la corrélation p; et
les valeurs de 6 pour les quelles ces valeurs sont atteintes.

3. a) Déterminez la corrélogramme des processus suivants :
(i) le processus MA(2) Yy = Zy + 61Zi—1 + 02722
(ii) le processus MA3) Y, = Zi + 017241+ 02249 + 0373
b) Calculez et tracez la correlogramme pour les cas :
(i) MA(2):01=-5/6,0,=1/6
(ii) MA(2):6, =0.8,0=0.5
(iii)) MA(3):6, =0.8,00 =—-0.4,03 =—0.3
4. Investiguez si les deux processus MA(2) sont inversibles, en examinant la récurrence obtenue
par la methode des coefficients indeterminés.

5. Soit Y; un processus ARMA(1,1) vérifiant I"équation Y; — 0.5Y;—1 = €; + 0.4¢,_1 avec ¢ un
bruit blanc.
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(a) Précisez si le processus est stationnaire, causal et inversible.

(b) Trouvez les coefficients v; de sa répresentation comme processus M A(oco) et les coeffi-
cients 7; de sa répresentation comme processus AR(0o) et precisez si ces répresentations
sont convergentes.

6. Mémes questions pour les processus ARM A(2,1) et ARM A(2,2) définies par :
a) Y, — Vi1 — &Y= +125¢.1 b) (1-B+EZ)Y,=(1+B+B%e

Indication : Rémarquez que pour le processus ARMA (p,q), la recurence pour k£ > ¢ est exac-
tement comme pour le processus AR(p) ; mais, les premiéres équations obtenues en comparant

les coefficients des puissances en ’w(B) ©(B) =0(B) ‘ pour k < ¢ changent par I'ajout de 6
de coté droite.

7. Soit le processus :

(1—.8B+.16B*Y; = (1+6 B)e

(a) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, obtenez la ”represéntation 1”
du Y; par rapport au bruit ¢;.

(b) Sous quelles conditions est ce processus inversible ? Obtenez la "represéntation 7”7 du

bruit ¢; en termes de la série. De quel probleme on s’apercoit si le processus n’est pas
inversible 7

8. a) Trouvez les inégalités (il y en a trois) qui définissent la région (trianguaire) du plan (61, 62)
pour laquelle un processus M A(2) est inversible. Tracez la région sur un graphe. Indiquez le
domaine des racines réelles et celui des racines complexes. Indication : Les conditions pour
avoir racines de module plus grand que 1 sont differentes pour le cas des racines complexes et
celui des racines réeles, et pour un polynéme 0(z) = 1+ 612+ 0222, la condition pour racines
réeles de module plus grand que 1 sont plus compliquées que les conditions (equivalentes) que
le polynéme “reciproque” 0(z) = 2%0(1/2) = 2> + 012 + 02 ait des racines réeles z; de module
plus petit que 1. Pour ce dernier polynome, les conditions sont :

(a) racines complezes : |z|* = |z120] = |¢| = |02] < 1.

(b) racines réeles : (1) =1+6014+60, >0, O(—1)=1—0; 46, >0
b) (*) Pour le processus M A(2), trouvez un domaine S contenant toutes les valeurs possibles
des coefficients d’autocorrélation pi, ps tel que le processus soit inversible, et les valeurs de
01,02 pour les quelles les valeurs sur la frontiere de S sont atteintes.

Solution : La region d’inversibilité dans le domaine (01, 62) :

92>—91—1
(92>91—1
92<1

est le triangle situé dessus les deux lignes 02 4+ 61 = —1, 8 = 61 — 1 et dessous la ligne 65 < 1.

2
Les racines sont réelles/complexes dessous/dessus la parabole 0 = %1.
b) Pour passer de (01,62) a (p1, p2) on utilise

91(1 +92) o 02

o= PTI63

1467+ 063
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10.

11.

12.

13.

14.

Transformant les équations antérieures, on trouve :
20, _ 1 - Py o
202 P2 = 2+9%,01 = 45,0202+ 4p%) = 2p2 + 4;; = 1 et donc

p3 = 4pa(1 — 2py). Finalement, on trouve

Ao = 1 implique p; =

dessous p1 = 2+/p2(1 — 2p2)
p2+1/2 > p;
p2+1/2 > —p;

ou les dernieres deux inegalités viennent de l'inegalité entre les moyennes arithméthique et
géometrique de (1 + 62),6;.

(*)Trouver le domaine de causalité dans le plan (@1, ¢2) d’un processus AR(2).

Obtenez, en partant directement du systéme de Yule-Walker, les premieres cing corrélations
pour un processus AR(2) avec : a) ¢1 = 0.6, 2 = —0.2 b) ¢1 = —0.6, ¢ = 0.2 Calculez aussi
la variance v(0). Tracez les corrélations.

Sol : Le domaine de causalité d’un processus AR(2)

Yi=p1Yi 1+ @Y o+

( beaucoup plus compliquée que pour le AR(1)), obtenu comme le domaine d’inversibilité
du processus Ma(2), est le triangle situé en dessous de ¢o + 1 < 1, w2 — p1 < 1 et dessus
w2 = —1.

a) Vérifiez si le processus AR(2) V; = —0.3Y;—1+0.10Y;_o+€; est stationnaire causal. Calculez
son corrélogramme, en partant directement du systéme de Yule-Walker, et tracez le.

b) Méme questions pour le procesus AR(2) V; = —Y;—1 — 0.34Y;_2 + €.

Calculez la fonction d’autocovariance et la fonction d’autocorrélation des processus dans les
exercices antérieurs.

Une question d’unicité - est-ce que deux processus distincts peuvent avoir la méme FAC
(fonction d’autocovariance) ?

Soient {us,t € Z} et {v;,t € Z} deux bruit blancs de variances respectives o2 et 0202, o
0 < |0] < 1. On considere alors les processus aléatoires {X;,t € Z} et {Y;, t € Z} tels que :

Xt = u+ 9ut_1
1
Yi = v+ 5%—1

Montrer que {X;,t € Z} et {Y;,t € Z} ont la méme fonction d’autocovariance.

(*) Une question d’inversibilité - est ce qu’un processus a réprésentation MA noninversible
peut aussi avoir une autre réprésentation inversible ? Soit {Uy,t € Z} le processus aléatoire
défini par I’équation

1
Ui =€ + 5613_1 ou ‘9’ <1

et € est bruit blanc.
a ontrer que cette réprésentation du processus U; n’est pas inversible.
Mont tte réprésentation d U; n’est pas i ibl
(b) On pose maintenant w; = Z;“:OS ¢7U;_;. Montrer que {wy, t € Z} est un bruit blanc dont
on précisera la variance en fonction de o2 et 6

(¢) Montrer que Uy = wy + Owy—1 et que cette réprésentation de {U;,t € Z} est inversible.
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10 L’estimation des modeéles ARIMA (p,d,q)

10.1 Equations de Yule-Walker pour les covariances/corrélations des processus

ARMA (p,q)
On obtient les mémes équations de Yule-Walker v, = > P | @iv,_; pour k > N = g+ 1. Par
contre, les premieres équations pour £ < NN deviennent plus compliquées. Soit VIEY’E) = E[Yie—g]

les corrélations de la série avec le bruit, données par 1,02 si k > 0 et par 0 outrement (par la
causalité). On obtient :

p p
=D Pivh-it 0j7,§f’§) => pimito’ Y Ok (36)
=1 =1

0<5<q k<j<q

Pour appliquer la recursion, il faut obtenir les coefficients v;, j = 1,...p et aussi les p valeures
initiales 7g, ..., Yg—p+1, qu'on trouvera en utilisant les équations (36) et la symmetrie de 7.

Rappel : Pour un procesus ARMA (p,q) causal, les coefficients ¢; = 0~ 2EY;¢;_; de la répresentation
causale Y; = ) 16, satisfont la récurrence

min[k,p)

Yo=1, =00+ Z o)k —i), 1<k <gq
i=1

min[k,p]

b= Y @)k~ i)k > g

i=1

Exemple 10.1 ARMA(1,1)

2(14+6%+26
U(Jlr_iw, et {pr} est :

(o +0)(1+ ¢0)
1+ 200 + 62

1. Montrez que p1 = ¢ + %2; Y =

=1k > 1.

2. Tracez la corrélogramme pour le cas : o = +0.7,0 = +0.5.

En général, nous trouvons :

Théoréme 10.1 (*) Les premieres p+ 1 covariances s’obtiennent du sytéme a p + 1 équations et
p+ 1 inconnues :

1 1
—p1 01
T |—p| =0T |6 (37)
—¥p 0q
ou I est la matrice des covariances
v(0) (1) v(p)
r— | 0 v(p—1)
v(p) v(p—1) 7(0)



W est la matrice des dimensions (p+1) X (¢+1) :

et ; = 0 2EY;e_i,1 =0, ...,q sont calculés par la récurrence

min[k,p]

do=1, =0+ > @@vk—i), 1<k<g
i=1

10.2 La détermination de 'ordre d’un modele autorégressif

Supposons d’abord que p est fini et considerons le probléme de determiner la projection X¢(1) = Zi’:l m,1(1) X¢ 41— dans
Pespace Fyj = {Xt, X¢—1,..., X¢—i41}, ou I > p. Soit D) = (m¢,1(3), = 1,...,1) le vecteur des coefficients de la régréssion.
Par le théoréme 8.5, il est necessaire que (1) = (o1, ¢p,0,...,0).

Note : Comme nous sommes ici dans le cadre d’une régréssion classique avec du bruit indépendent, il est necessaire que
les coefficients 7(t:1) satisfont

7(0) y(1) (1) (1)
(1) 70) e AU=2) | ey | (2
W=1) A-2) A0 0
ou encore (en divisant par v(0),
1 p(1) .. plp-1) p(1)
p(1) 1 e Pl =2) | ey _ | P(2)
p(p: 1) p(p: 2) - 1 pﬁ)

Pour | = p, on retrouve ainsi le systeme Yule-Walker, et pour [ > p il n’est pas difficile de voir que les vecteurs des coefficients
i étendu par zeros satisfont aussi des systemes Yule-Walker.

Considerons maintenant le probleme de determiner si p < oco; outrement dit, est-ce que les systémes Yule-Walker ont
toujours comme derniére composante un 0, a partir d’un point p?

Définition 10.1 La suite 4,05{” des dernieres composantes des systémes Yule-Walker d’ordre m est appellée la suite des
corrélations partielles.

Par le théoréeme 8.5

Théoréme 10.2 Une serie stationnaire est AR(p) avec p < oo ssi toutes les corrélations partielles sont 0 a partir du point
p+1.

Le vrai ordre p du modele est inconnu (et potentiellement infini). Pour le déterminer, on peut commencer en supposant
p > 1; on calcule ¢1 en supposant p =1 :

@5” =p1

Si ce coefficient est ”statistiquement” 0, ¢a sugere qu’on a & faire peut-etre avec du bruit blanc. On continue de toute fagon en
investiguant p > 2; On calcule ¢1, Y2 en supposant p = 2; on trouve alors :

’ 11 p(;)‘ ,
o® — ’P( ) r)] _ P2—p21 (38)
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Si le deuxieéme coefficient @5~ est ”statistiquement” 0, on soupgonne qu’on a & faire avec un modele AR(1). On passe &

1 p(1) p(1)
p(1 1 p(2)
2 1 3
investiguer p > 3, en calculant le coefficient @533) — % qui est ’estimation de (3 obtenue du systéme d’ordre

p(1) 1 p(1)
p(2) p(1) 1
3, puisap>4, ..
Donc pratiquement, on calcule un apres I'autre quelques corrélations partielles, en esayant de voir s’il sont ”statistique-
ment” 0. Si oui, & partir d’un point p + 1, on conclut qu’on & faire avec un modele AR(p). Si non (et si les corrélations ne
deviennent 0 non plus), on passe & chercher un modele mixte ARM A(p, q).

10.3 Intervales de confiance pour la prédiction

Théoréme 10.3 (*) Soit et (k) = X¢p—Xi(k) Uerreur de prévision de la prédiction lineaire optimale Xi(k) = 3772 az k(i)er—;
d’un processus stationnaire causal X¢, et soit V(k) = E[Xyp — X¢(k)]? sa variance. Alors, les coefficients de prévision ont
donnés par

a1, (1) = Yp44,1=0,1,..

et donc

oo
X (k) = Zwkﬂetﬂ', l’erreur est
=0

k—1
et(k) = Z hi€tyk—i
i=0

et la variance de ce prédicteur est :
k—1

V(k)=0>> 47

=0

Démonstration : Utilisant le développement linéaire en bruit de X, i.e. X = 1(B)et avec 1(B) = 141 B+1p2B?+ ...
et 1; sont les coefficients de la répresentation causale. On trouve que les coefficients ay (i) qui minimisent la variance de I’erreur :
V(k) = E[X;yr — X¢(k)]? sont ay (i) = tk4; et Uerreur de prévision peut s’exprimer comme Ry (k) = Zf;ol Vi€

Notes :

1. Ce résultat fournit des intervales de confiance pour la prévision.
2. Pour k=1, e(1) = e(1) et V(1) = o2

3. Ce résultat sugére que pour un processus non stationnaire, la variance de l’erreur de prévision converge vers infini :
lim V(k) = o0
k—oco
Pour les modeles ARM A(p, q), au lieu d’utiliser les réprésentations M A(oo), AR(c0), il est plus simple d’utiliser direc-

tement la définition du modele. On vera ga dans le cadre plus général des processus non stationnaires ARIMA (p,d,q).

10.4 Exercices : TD 3

1. Soit le processus :

(1—.8B+.16B%)Y; = (1+6 B)Z,
(a) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, obtenez la ”represéntation 1”
du Y; par rapport au bruit Z; et trouvez la fonction d’autocorrélation de Y;.

(b) Sous quelles conditions est ce processus inversible ? Obtenez la ”represéntation 7”7 du
bruit Z; en termes de la série. De quel probleme on s’apercoit si le processus n’est pas
inversible 7

(¢) Donnez la prévision k pas en avant Yt(k‘), en utilisant les valeurs Y, Y; 1, Z;.
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2. Trouvez les coefficients d’autocorrélation et tracez la corrélogramme pour le processus ARMA(1,2)
Y; =0.6Y;_1+€ —0.36;,1 —0.1e;_o

3. Prévision du modéle ARIMA(2,1,0)

(1—¢1B)(1—¢oB)(1—B)X; — e with —1< ¢1 < ¢ < 1.
(a) Verifiez que :
(i) X¢(k) = (14+ 01+ ¢2)Xe(k—1) — (¢1+ 2+ P102) Xy (k —2) + p102 X (K —3), k>1

(i) Xi(k) = A+ Btgb]f + (X — Ay — Bt)gbg , k=0,1,2,... pour certaines A; et B; qui
dépendent seulement du ¢.

(b) Trouvez les poids des valeurs pivots X, X¢—1, X;—2 dans la prévision Box-Jenkins de X}

(c) Trouvez la limite limg_, oo X¢(k)

4. Prévisions sous le modéle ARIMA(1,1,1)
Considerons le processus ARIMA(1,1,1) (1—¢B)(1-B)Y; = (14+6B)e, avec —1 < p < 1
et -1 <6 <1

(a) Montrez que Y;(1) = (1 + ¢)Y; — ¢Y;—1 + Oe; et
Yi(k) = (1+@)Vi(k — 1) — Yi(k—2) , k>2.

(b) Montrez que Y;(k) = Ay + Byo¥ pour k > 0, et trouvez des expressions pour A; et By
en terms de Yz, Y;_1, €, ¢ et 0, en utilisant Y;(0)[= Y;] et Y;(1) du (a) ci-dessus. Montrez
que :

1— k 1— k
i) =i+ oLy vy el ks
l—¢ l—¢

Trouvez la limite limg_,~ Y;(k)

(c) Montrez que Y;(1) = —0Y;—1(1) + (1 + ¢ + 0)Y; — oY;1 et

Yi(k) =Y 1(k+ 1) + re.

(d) Montrez que Y;(k) peut s’exprimer en fonction seulement des valeurs passées de la série.

[Indication : utilisez les  pour vous debarasser de €]

(e) En utilisant le modele (1 —-0.6B)(1— B)Y; = (14 0.3B)¢; obtenez les prévisions des trois
termes suivants de la série :

t: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
ye: 148 124 94 77 73 90 105 11.2 104 11.6
t: 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ye: 121 116 99 81 66 54 42 53 6.8 9.2

5. Considérons le processus ARIMA(1,1,2) :

(1—aB)(1—B)Y; = (14 6,B+ 6;,B%)¢
o —1 < a < 1. Soit Y;(k) la prévison de Y;1 au temps t.

(a) Montrez que Y;(1) = (1 + a)Y; — aY;_1 + 1€ + O26,1 et trouvez les expressions corres-
pondantes pour Y;(2) et Y;(k) pour k > 3
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(b) Montrez que la fonction de prévision peut s’exprimer sous la forme Y;(k) = as +bia*, k >
1, et donnez la formule de a;, by comme fonctions de Yz, Y;_1, €, €4_1.

(c) Montrez que Y;(k) peut s’exprimer en fonction seulement des valeurs passées de la série.

(d) Un statisticien a utilisé le modele ARIMA (1,1,2) décrit ci-dessus pour une série (dénomée
prix) qui exprime le prix d’une action & la bourse pour 100 jours consécutifs. En sa-
chant que Yog(1l) = 686,996 et Yoo(1) = 659,416 et o = 2, calculer les prévisions
Yi01]100> Y1021100 de Y101 et Y102 et donner les 95% intervalles de confiance associés avec
ces prévisions.

(e) Soit X, = sin(2wsym) + sin(2wsam) + €, m = 0,1,...N. Donner une representation
autoregressive de ce processus. Calculer la densité spectrale, la variance 0? = E(X;)?, et
les covariances.

6. Projet : Il serait interessant de déterminer analytiquement ”la tendance asymptotique”, i.e.
le polynome d’ordre d — 1 vers le quel les prévisions converge asymptotiquement pour les
processus ARIMA (p,d,q).

Considerons par exemple ARIMA (p,2,0); ce modele inclue une tendance lineaire, pour la
quelle le premier candidat est la droite par les deux derniéres points pivots (comme dans le
cas p = 0, quand les pivots coincident avec les valeurs X, X;_1). En général, les prévisions
doivent encore converger asymptotiquement vers une droite. Pour p = 0, on commence deja
exactement sur la ”droite de tendance” (due a ’absence d’autres racines dans la partie au-
torégressive) ; mais, pour p > 1, nous serons obligé de tenir compte d’autres valeurs pivots et
donc de X;_9, X;_3,.... A priori donc, les p points qui precedent les 2 dernieres point auront
aussi une influence sur la ”droite de tendance”.
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11 Sommaire des définitions et résultats dans les séries tempo-
relles

11.1 Filtres

Définition 11.1 a) Une série sy sera appelée saisonniére de période p ssi

P p—1
> stri=0<= () _B)s; =0, ¥t (39)
=1 =0

b) Une série s; sera appelée périodique de période p ssi

St+p = St <~ (]. — Bp)St = 0, Vit (40)

Théoréme 11.1 Un filtre ¥(B) annule (ou ”enléve”) les composantes saisonniéres d’ordre p ssi
V¥(2) est divisible par 14z +...+2P~1 (donc si1p(z) = 0, pour toutes les racine d’ordre p de I'unité,
sauf z = 1.

Théoreme 11.2 L’espace invariant d’un filtre contient les polynémes de degré < p ssi 1 est une
racine d’ordre au moins p+1 de Uéquation (z) = 1, i.e. (1) = 1,4/ (1) = 0,9 (1) = 0,9P) (1) = 0.

11.2 Causalité et inversibilité des modeles ARMA (p,q)

Théoréme 11.3 a) Un processus ARMA(p) p(B)Y; = 0(B)e; est causal(inversible), i.e. il peut
étre représenté sous la forme : Yy = > 20 ier—; ot Y 1h? < 00

(e = > 2 miYii ou Y w2 < 00) ssi toutes les racines de son polynéme charactéristique ¢(z)
(0(z)) sont a lextérieur du cercle unitaire. Les coefficients 1; (m(i)) sont dans ce cas les coefficients

de la série Taylor de ¥ (z) = z(é)) (m(z) = ?((5)))

Théoréme 11.4 (*) a) Pour un procesus ARMA(p,q) o(B)Yr = 0(B)e; avec toutes les racines
du polynéme chractéristique o(2) a Uextérieur du cercle unitaire, les coefficients 1; = o *EY;e;_;
de la répresentation causale Yy = > 1;e,—; satisfont la recurrence

min[k,p]

do=1, =0+ > oi)pk—i), 1<k<gq
=1

min[k,p]
ve= Y @)k —i)k>q
i=1
Note : Cette derniére équation est appellée recursion de Yule-Walker.
b) Pour un procesus ARMA(p,q) ¢(B)Yr = 0(B)e; avec toutes les racines du polynéme
chracteristique 0(z) a Uextérieur du cercle unitaire, les coefficients m; de la répresentation inverse
€ =y miYi—; satisfont la recurrence

min(k,q]

mo=1, m=—pr+ Z O(i)m(k—1i), 1<k<p
i=1

min[k,q]

me= > 0wk —i)k>p

=1
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Exemple 11.1 Ainsi, 1 = @1 + 601,02 = @2 + @5 + 0191 + 02,03 = 03 + 201900 + @5 + (p2 +
@%)91 + (,0192 + 03, ...

11.3 Equations Yule Walker

1. Les premieres p corrélations p = (p(1),..., p(p)) peuvent étre obtenues du sytéme reduit a p
équations et p inconnues :

Ro=p (41)
ou R est la matrice Toeplitz symmetrique :
1 p(l) .. plp—1)
1 -
ro| P p(p —2)
plp—1) plp—2) .. 1

2. En suite, pour k > p on utilise la reccurence : py, = > 0_; pipp—i
3. La variance est = ﬁj%pi (et en suite, on obtient les covariances par v = pryo0, k > 1).
4. Exemple : AR(2) Pour le processus AR(2)

Yi=mYia+tpeYio+e

avec racines A1, Ay de 0 = A2 — g1\ — g2 = A\2p(\~!) dédans le cercle unitaire (pour assurer
la causalité), on obtient, en résolvant (41) :

A+ A 2
I G | 27 po = 0y + Y1 -
1—¢o 1+ M 1 — 2

(a) Si les racines A1, A sont distinctes, on obtient

P1

PUEDY: PLEI Vot
= AL 2
Pk Pl)\l_)\2 1A2 M —
Finalement, en utilisant @1 = A1 + A2,02 = —A1 A9, on arrive a
B e VP P Vo VANV VB (o
(A1 — X2) (1 + Aho) A= 2A2)(T+ M) 2O = )1+ My

en termes de racines seulement.

(b) Dans le cas de racines confondues \; = A\, on obtient :
1— )2
=314 [ —55 ) kp A k> 0.
m{i () ip 2

11.4 Prévision linéaire

p q
Yi(k) = E[Yeyu| Fi] = Y @iVe(k — i) + ) Oiéryns
i=1 i=k

Dans le cas d’un modele ARIMA (p,d,q), les ; sont les coefficients du polynome ¢(B)(1 — B)?,
et dans le cas d'un modele ARMA(p,q) @; = ¢;. Les € peuvent étre enlevés en utilisant la
répresentation ”7” du bruit en fonction de la série. La recurrence satisfaite par les m; est ¢(B)Y; (k) =

0(B)éey1i — voir Thm 8.2.



12 Examens d’entrainement

13 Examen d’entrainement 1

Examen : 10 Janvier 2005, UPPA, Dépt. de Mathématiques
Module : Séries temporelles : TMUZ44U

Durée : deux heures
1. Déterminer une moyenne mobile causale §(B) = Y7 ,6;B" d’ordre ¢ minimal, qui laisse
passer une tendance quadratique sans distortion et qui enleéve les composantes saisonnieres
d’ordre 4.

2. Soit X; = Z?:o f;e;—; un processus moyenne mobile, utilisé pour lisser un bruit blanc ¢; =
BB(0,0% =1).
a) Quelle est la variance de X; 7

b) Trouvez le filtre (i.e. les coefficients (6, 61, 602,03)) qui rameénent & un processus X; a va-
riance minimale, parmi toutes les moyennes mobiles d’ordre 3 qui laissent passer une tendance
affine X; = a + bt sans distortion.

3. Stationarité des processus Soit
X1 =X+ €41,t=0,1,2, ...,

ot ¢ est bruit blanc Gaussien de distribution N(0,0?), un processus AR(1) défini seulement
a partir du temps ¢ = 0. Supposons aussi que X est Gaussien de distribution N (0,0(2)).
Déterminez la valeur de ag qui assure que le processus X; est stationnaire.

4. Considérez le modele ARIMA(1,1,0)
(1 - )\B)(]. - B)Xt = €¢

ou |A] <1 et ¢ est bruit blanc Gaussien de distribution N(0,1).
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Donnez une formule de récurrence et ensuite une formule générale pour les coefficients
1y, de sa réprésentation causale X; = ), p€s_p.

Est-ce que ce processus est stationnaire causal ?

Donner une formule de récurrence et ensuite une formule générale pour les autocorrélations
pr. du processus X;. Est-ce que ), pp < 00?

Donnez une formule de récurrence et ensuite une formule générale pour la prévision
Box-Jenkins Xy (k) = E[X (¢t + k)| X;] de X(t + k), k=0,1,2,...

Trouvez la limite limy_, oo Xt(k:)
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Solutions :

1. En demandant que 6(B) = M(ao—FalB—i—agBQ) satisfait (1) = 1,60'(1) = 0,6"(1) =
— 2 2 3
0, on trouve : §(B) = LB=0BB LEBeb2B _ 18 1 p 4 p2dps_llpty 5p5
2. a) VarX; = >, 02. b) Elle est minimisé sous les contraintes > ,6; = 1, > ,i; = 0 par
(7/10,4/10,1/10, —2/10).

2
3. g2 =-9"_
0 1—@2

4. (a) Les coefficents (k) satisfont I’équation Yule Walker

Vi = ©1¥k—1 + P2vi—2

avec valeurs initiales g = 1,91 = 1.

La solution générale de cette récurrence d’ordre 2, pour valeurs initiales arbitraires xg,x et
avec des racines distinctes Ay, Ao, est :

A=A (Mg — ABA)

K="t "“24, — 2= ‘=277
vk AN NP
(et avec des racines non-distinctes \; = Ay = A nous avons (k) = kAF "tz + (1 — kXFxg).
Ici, avec Ay = 1, on obtient par cette formule, (avec 9 = 1,21 = ¢1) ¥(k) = Ak;:fl (et avec

des racines non-distinctes nous avons ¥ (k) = (k + 1)\).
b) Le processus n’est pas stationnaire causal car la racines 1 du polynoéme characteristique
n’est pas a 'extérieur du disque unité.

(c) Pour un processus AR stationnaire Xy, la fonction d’autocorrelation satisfait 1’équation
Yule Walker

Pk = P1Pk—1 T P2Pk—2

Pour k£ =1 ¢a donne :

1 1+A

= = =1
I—p2 1+A

P1

et ensuite pr = 1. Le seul processus stationnaire Gaussien satisfaisant cette récurrence est
Xy = X1 = ...,quand 0 = 0. Pour ¢ # 0, il n’existe pas de processus stationnaire satisfaisant
notre récurrence.

d) Avec la méme récurrence, on arrive a :

)\kJrl -1 )\kJrl Y
Xelk) = =37 A—1

13.1 Examen d’entrainement 3

2. On considere le processus aléatoire suivant :

X =20— 4 Xy 1+ .12 Xy o+ ¢
ou & est BB(0,0% = 1).
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(a) Calculer I’éspérance de X;, en supposant que le processus est stationnaire.
(b) Est-ce que le processus est stationnaire causal ?

(c) Donner les équations de Yule-Walker du processus, calculer la variance, ainsi que les 3
premieres valeurs des autocorrélations.

(d) Pour un modele non-stationnaire, comment on pourrait détecter la manque de station-
nairité a partir des expressions numériques fournies par les équations de Yule-Walker
pour les autocorrélations ?

(e) Calculer les 3 premieres autocorrélations partielles.

3. Soit le processus :

(1—.8B+.16B%)Y; = (1 +6 B)e

(a) Est-ce que ce processus est inversible ? Calculez la formule générale des coefficients (k)
de la "representation 7" du bruit €; en termes de la série. Quels sont les premiers quatre
coefficients De quel probleme on s’apercoit si le processus n’est pas inversible ?

(b) Donnez la prévision un pas en avant fft(l) qui utilise les trois valeures Y;, Y; _1,Y; o, Y; 3.
(c) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, trouvez la fonction d’auto-

corrélation de Y;.

4. Considérons le processus :

(1=B)Y; = (1+ BB+ fhB%q
Soit Y;(k) la prévison de Yy, au temps t.

(a) Trouvez des expressions pour Y;(1),Y:(2), comme fonctions de Y, Y;_1, €, €,—1. Donnez
une formule de récurrence pour Y;(k) pour k > 3, et écrivez ensuite Y;(k) comme une
fonction de Yz, Y 1, €, €41

(b) Trouvez des expressions pour Y;(1), Y;(2), comme fonctions de Y, Y;—1,Y;—2, ... en utili-
sant la réprésentation 7 du bruit.

5. (a) Donnez les formules des coefficients de corrélation pq, p2 pour le processus M A(1).

(b) Trouvez les valeurs maximales et minimales de p; et les valeurs de 6 pour les quelles ces
valeurs sont atteintes.

Solutions :

1. (c) Le processus peut s’écrire Y; = (1 + 71 B + 19B?)e; = (1 + .4B)%¢,. 1l est inversible car la
racine —5/2 est & l'extérieur du disque unité. Par identification des coefficients on trouve que
m = 01,m9 =60y — 9%,7T3 = 9“1)’ — 20901, m4 = —9% + 3920% — 9%, ... et alors

Y1) =Y, + ) mYi
i=1

avec 1 = .8, ....
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3.

(a) Ce processus AR(2) pas centré peut s’écrire (1—.2B —.35B2)X; = (1-.7B)(1+.5B)X; =
40 + €¢; En prenant ésperance on trouve E(X;) = %07'35 = %.

(b) Le processus est stationnaire causal car les racines du polynéme sont & lextérieur du
disque unité.

(¢) Soit YV; = X; — EX;. Alors Y; est un processus AR(2) centré satisfaisant (1 — .2B —
35B%)Y; = (1-.7B)(1+ .5B)X: = &

La fonction d’autocovariance de Y; (qui est la méme que celle de X;) est obtenue de I’équation :
E(Y: Yi—n) = 02E(Yi—1 Yi—p) +0.35E(Y;—2 Y1) +E(e; Yi_p), ce qui donne le sytéme de Yule
Walker :

p1 =0.240.35p1
p2 =0.2p1 +0.35

La premiere équation donne p; = % = .31, et la seconde donne p2 = 0.2p; + .35 = 41.

Finallement, vg = % = 2.52.

(d) Les autocorrélations partielles p;,i = 1,2,3 se calculent a l'aide des déterminants des
matrices d’autocorrélations et sont .31,.35,~ 0. La troisieme autocorrélation est en effet une
erreur d’arrondissmenet, car le modele AR(p) a les autocorrelations partielles sont nulles au
dela du rang p.

13.2 Examen d’entrainement 4

1.

Soit Y; un processus ARMA(1,1) vérifiant ’équation Y; = —0.5Y;_1 + €, — 0.8¢;—1, avec €; un
bruit blanc.

(a) Précisez si le processus est stationnaire, causal et inversible, et calculez sa fonction
d’autocovariance.
(b) Trouvez les coefficients v; de sa répresentation comme processus M A(oco) et les coeffi-

cients 7; de sa répresentation comme processus AR(0o) et precisez si ces répresentations
sont convergentes.

. Considérons le processus : ARIMA(1,1,2) :

(1—aB)(1 - B)Y; = (1+6,B+6.B%)Z,
ou —1 < a < 1. Soit Y;(k) la prévison de Y1 au temps t.
(a) Montrez que Yi(1) = (1 4+ @)Y; — aYi—1 + 612, + 627Z;_1 et trouvez une expression
correspondante pour Y;(2). Donnez une formule de récurrence pour Y;(k) pour k > 3.

(b) Montrez que la fonction de prévision Y;(k) peut s’exprimer sous la forme Y;(k) = a; +
b o, et donnez les formules de ay, by comme fonctions de Yy, Y1, Z¢, Zy—1.

. On considere le processus aléatoire AR(2) suivant :

Xt =10 + (—3) Xt—l + .01 Xt_Q + €t
ou & est BB(0,0% = 1).
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(a) Calculer I’éspérance de X;, en supposant que le processus est stationnaire.
(b) Est-ce que le processus est stationnaire causal ?

(c) Donner les équations de Yule-Walker du processus, calculer la variance, ainsi que les 3
premieres valeurs des autocorrélations.

(d) Pour un modele non-stationnaire, comment on pourrait détecter la manque de station-
nairité a partir des expressions numériques fournies par les équations de Yule-Walker
pour les autocorrélations ?

(e) Calculer les 3 premieres autocorrélations partielles.

4. Processus ARM A(2,1) Soit le processus :

(1—- B+ .25B%Y; = (1+6 B)Z
(a) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, trouvez la fonction d’auto-
corrélation de Y;.

(b) Est-ce que ce processus est inversible ? Calculez les premiers cing coefficients de la "re-
presentation 7" du bruit Z; en termes de la série. De quel probleme on s’apercoit si le
processus Y; n’est pas inversible 7

(c) Donnez, si possible, une meéthode de prévision pour un processus (i) causal et noninver-
sible (ii) noncausal et inversible.

(d) Donnez la prévision un pas en avant Y;(1) en fonction des valeurs passées Vi, Y;_1, ...

5. Considérons le processus : ARIMA(1,1,2) :

(1—aB)(1—B)Y; = (1+6,B+6,B*2,
ou —1 < a < 1. Soit Y;(k) la prévison de Y1 au temps t.
(a) Montrez que Yi(1) = (1 + @)Y; — oY1 + 01Z; + 027,17 et trouvez une expression
correspondante pour Y;(2). Donnez une formule de récurrence pour Y;(k) pour k > 3.

(b) Montrez que la fonction de prévision Y;(k) peut s’exprimer sous la forme Y;(k) = a; +
b o, et donnez les formules de a;, b; comme fonctions de Y3, Yi_1, Zs, Zi—1.

6. On consideére la série suivante :
t; 111213456 | 78] 9|10
yi | 814131518 |15 (19|19 |20 | 28

a) Représenter graphiquement cette série.
b) On se propose d’ajuster une droite de régression

ft)y=at+b

de moindre carrées. Déterminer les coefficients a et b.
c) Quel est le point le plus ”eloigné” de f(t)?.
c¢) Calculez une droite de régression f(¢) en imposant b > 6.
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7. On considere une série (y;,1 < i < n) périodique, de période p. On suppose que le nombre
d’observations n est un multiple de p : n = Lp. Calculez les corrélations empiriques :

o(p), 5 p(2p),; ... 5 p(ip)...

en utilisant la definition des corrélations empiriques :

p(k) _ ﬁ Z?;lk(yl - g) (yi—i-k - @) _ Z?;lk(yl — y)(yiJrk _ y)
i (i —7)? i (i —9)?

ot g = (3_1, yi) /n est la moyenne de I'ensemble de la série (y;,1 < i < n).

Commentez sur le résultat.

8. Quelle est la limite limg_,o, X¢(k) de la prévision linéaire d’un processus ARMA (p,q)?

Solutions :

1. (c) Le processus peut s’écrire Y; = (1 + 1B + 7B?)Z; = (1 + .4B)?Z;. 1l est inversible car
la racine —5/2 est & l'extérieur du disque unité. Par identification des coefficients on trouve
que 1 = 01, T = 0y — 9%,%3 = Hi{’ — 20501, 4 = —0‘1L + 3929% — H%, ... et alors

Vi) =Y+ > mYi
=1

avec 1 = .8, ....

13.3 Examen d’entrainement 2

1. Soit le processus :

(1— B+ .25B%)Y; = (1+6 B)Z
(a) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, trouvez la fonction d’auto-
corrélation de Y;.

(b) Est-ce que ce processus est inversible ? Calculez les premiers cinqg coefficients de la "re-
presentation 7" du bruit Z; en termes de la série. De quel probleme on s’apercoit si le
processus Y; n’est pas inversible 7

(c) Donnez, si possible, une methode de prévision pour un processus (i) causal et noninver-
sible (ii) noncausal et inversible.

(d) Donnez la prévision un pas en avant Yt(l) en fonction des valeurs passées Y;, Yi_1, ....

2. Soit Y; un processus ARMA(2,1) vérifiant I’équation Y; = 0.7Y;_1 — 0.1Y;_2 + €; — 26,1, avec
€ un bruit blanc.

(a) Précisez si le processus est stationnaire, causal et inversible, et calculez sa fonction
d’autocovariance.

(b) Trouvez les coefficients 1; de sa répresentation comme processus M A(oco) et les coeffi-
cients 7; de sa répresentation comme processus AR(0o) et precisez si ces répresentations
sont convergentes.

3. Prévision du modele ARIMA(1,2,0) (1 — ¢B)(1 — B)?X; = €.
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(a) Trouvez la forme de la prévision Box-Jenkins X;(k) de X; et les poids des points pivotales
Xt, Xp—1, Xi—2.

(b) Trouvez la limite limy_,oo X¢(k).

(c) Calculez les coefficients 1), de ’expansion causale de ce processus.

4. Calculer la fonction d’autocovariance T'y, = EY,,1Y,! du processus & valeurs en R? :

vy — apen + a1€n—1
" bien—1 + bagp—2

ou €, est un bruit blanc standard.

5. Stationarité des processus
Invéstiguer si les processus suivants sont stationnaires de second ordre, en calculant leurs
charactéristiques statistiques de premier et second ordre (moyennes, variances, covariances).
On convient de noter par {¢} le bruit blanc.

(a) Vi =€+ 011 (MA(1))
(b) i=Yi1+c+e (marche aléatoire avec tendance)
() Vi=¢Yi1+ct+e (p#1) (AR(1) avec tendance)

6. Processus AR(2) On considére le processus aléatoire AR(2) suivant :

Xe=104+(=3) X411+ .01 Xy 90+
ou ¢ est BB(0,0% = 1).

(a) Calculer Iéspérance de X, en supposant que le processus est stationnaire.
(b) Est-ce que le processus est stationnaire causal ?

(¢) Donner la recursion de Yule-Walker pour les prévisions X (¢ 4+ k|t) du processus, et
résolvez la en termes des valeurs pivotales Xy, Xy 1.

Mémes questions pour
(1-B+ .25B)X; = ¢

7. Processus ARMA(2,1)
Soit le processus :

(1—.6B+.08B*)Y; = (1+ 6 B)e
(a) Est-ce que ce processus est stationnaire causal? Si oui, obtenez la ”represéntation 1”
du Y; par rapport au bruit Z;.

(b) Sous quelles conditions est ce processus inversible ? Obtenez la ”represéntation 7”7 du
bruit Z; en termes de la série. De quel probleme on s’apercoit si le processus n’est pas
q p Per¢ p p
inversible 7

(c) Donnez la prévision k pas en avant Yt(kz), en utilisant les valeurs Y3, Yi_1, €.

8. Montrez que pour ARIMA(1,2,0),
Uk ={"?+ (1 -20) + k(1 =)} (1 - ) 2 k>0
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14 TP Series Temporelles

Ce chapitre est basé sur le livre Introductory Time Series with R, by Paul S.P. Cowpertwait
and Andrew V. Metcalfe voir http ://ebookee.org/go/ Tu=http ://www.massey.ac.nz/ pscowper/ts

Jeux de donées disponibles : data()

Commandes : window,decompose,summary,layout,acf,pacf,ar

Aide : 7decompose

Directoire courant : getwd()

Exemples :

## example taken from Kendall/Stuart

x <- c(-50, 175, 149, 214, 247, 237, 225, 329, 729, 809, 530, 489, 540, 457, 195, 176, 337,
x <- ts(x, start = c(1951, 1), end = c(1958, 4), frequency = 4)

m <- decompose (x)

plot (m)

require(graphics)

m <- decompose(co2)

names (m)

plot(m)
mr<-window(m$random,start=c(1960,1) ,end=c(1996,4))
summary (mr)

layout(1:2)

acf (mr)

pact (mr)

mrs<-as.ts(mr)

mr.ar <- ar(mrs, method = "mle")
mr.ar

14.1 Tendance et composante périodique
Commandes : aggregate, boxplot

data(AirPassengers)

AP<-AirPassengers

AP

class(AP)

plot (AP)

frequency (AP)

layout(1:2)

plot(aggregate(AP)) ##applique filtre "somme"
boxplot (AP~ cycle (AP))

layout(1:2)

plot (AP)

plot(log(AP))

AP.decom <- decompose(AP, "multiplicative")
plot (ts(AP.decom$random[7:138]))
layout(1:2)
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acf (AP.decom$random[7:138])
pacf (AP.decom$random[7:138])

www<-"http://www.massey.ac.nz/ pscowper/ts/Maine.dat"
Maine.month<-read.table (www,header=TRUE)
attach(Maine.month)

class(Maine.month)
Mts<-ts(unemploy,start=c(1996,1) ,freq=12)
Mtsa<-aggregate (Mts)/12 ##filtre "moy. arithm"
layout(1:2)

plot (Mts)

plot (Mtsa)

M.feb<-window (Mts,start=c(1996,2) ,freq=TRUE)
Febratio<-mean(M.feb) /mean (Mts)

Febratio

14.2 Arima, Regression

Basé sur http ://www.statoek.wiso.uni-goettingen.de/veranstaltungen/zeitreihen /sommer03/ts_r_intro.pdf
Commandes : Im, resid, factor, confint, arima

data(LakeHuron)
LH<-arima(LakeHuron,order=c(1,0,1))

tsdiag(LH)

Box.test (LH$residuals,lag=1)
LH.pred<-predict(fit,n.ahead=8)
plot(LakeHuron,x1lim=c(1875,1980) ,ylim=c(575,584))
LH.pred<-predict(fit,n.ahead=8)
lines(LH.pred$pred,col="red")
lines(LH.pred$pred+2*LH.pred$se,col="red",1ty=3)
lines(LH.pred$pred-2+LH.pred$se,col="red",1ty=3)

www <-"http://www.massey.ac.nz/ pscowper/ts/global.dat"
Glob <- scan(www)

Glob.ts <- ts(Global, st = c(1856, 1), end = c(2005, 12),fr = 12)
plot(Glob.ts)

Gl.an<- aggregate(Glob.ts,FUN= mean)##"moy.arithm"
plot(Gl.an)

temp <- window(Glob.ts, start = 1970)

td<-decompose (temp)

tdr<-ts(td$random,start=c(1970,7) ,end=c(2004,12) ,fr=12)
acf (tdr)

pacf (tdr)

tds.ar <- ar(as.ts(tdr), method = "mle")
tdrr<-tds.ar$resid

tempc<-temp-tdrr

m<-decompose (tempc)
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plot (m)

temp.lm <- lm(temp
coef (temp.1lm)
summary (temp.1lm) ## SE=.12, R"2=.67

acf (resid(temp.1lm))

pacf (resid(temp.1lm))

Seas <- cycle(temp)

fs<-factor(Seas)

Time <- time(temp)

temp.lm <- Im(temp ~ O + Time + factor(Seas))

coef (temp.1lm)

confint (temp.1lm)

new.t <- seq(2006, len = 2 * 12, by = 1/12)
new.dat<-data.frame(Time= new.t,Seas =rep(1:12,2))
pr<-predict(temp.lm, new.dat) [1:24]

plot (pr)

time (temp))

14.3 Projets

1. Effectuez une analyse Box-Jenkins d’un jeu de données : par exemple ”WW Wusage” en R
(qui représente le nombre d’utilisateurs connéctés a un serveur Internet chaque minute),
en utilisant les commandes ”acf(x)”, "pacf(x)” (ou ”eda.ts(x)”, si disponible) ”arima()”,
"pnorm()” et ”eda.ts(x$res)” . L’analyse devrait aboutir dans un modele avec résidus tel
qu’au plus 1 sur 20 des coefficients acf et pacf sortent de 'intervalle de confiance autour de 0,
,et avec p-valeurs des coefficients inférieures & .05 (rappel : p-val ~ P{|t,al| > 2}, ot-val sont
les valeurs ”standardisées”, i.e. divisées par I’érreur standard (s.e.).

2. Répétez, avec un jeu de données de votre choix (a trouver a partir de la liste ”data(package=NULL)”
o‘u ”data(package="1ts")".
3. Ecrivez des programmes qui simulent (sans utiliser la commande arima.sim) des processus :
a) MA(2) avec 6y = 1, les autres coefficients & choisir, et a bruit petit, b) AR(2) a bruit petit,
c) ARMA(2,2) (en passant la sortie du premier program au deuxieme), et d) ARIMA(2,1,2)
(en appliquant cumsum & la sortie du program anterieur).

Enoncez les théoremes satisfaits par I’acf et le pacf des premiers deux cas, et vérifiez ensuite
que vos programmes produisent des résultats adéquats.

Pour le troisieme et quatrieme cas, estimez le modele par la commande arima, avec les ordres
simulés, et aussi avec des ordres plus grands. Est-ce que la commande retrouve les coefficients
que vous aviez choisi quand le bruit est trés petit (en supposanr que l’analyse est bonne, et
donc que lacf et pacf des résidus indiquent un bruit blanc) ?

4. Interpretation de 1’acf
(a) Soit x un vecteur de nombres consecutifs. Simulez une série a) linéaire y = ax
b) quadratique y = az? + bz
¢) périodique y = sin(ax)
d) "presque périodique” y = sin(ax) + sin(bx)
en donnant deux exemples de a,b pour chaque probleme (donc 12 exemples). Obtenez
Pacf de toutes les séries et indiquez vos observations sur la dépendence de a, b.
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(b) Pour les séries avec acf non zero, indiquez quels filtres/transformations pourront nous
amener aux résidus bruit blanc.

(c) Démontrez sur trois des exercices antérieurs effet sur 'acf de 1'ajout du bruit blanc
d’écart type 0 = R/4, 0 = R et 0 = 3R, ou R = maxy; — miny; est "I’écart du signal
détérministe”.

Inclure au moins un exemple qui a besoin du filtrage, et étudier encore une fois I'effet
du méme filtrage.
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